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Transport und Beschleunigung von Teilchen in astrophysikalischen Plasmen

Die Beschleunigung hochenergetischer nicht-thermischer kosmischer Strahlen hingt
entscheidend von deren Transport im Konfigurations— und Impulsraum ab. Dieser
Transport fithrt fiir Photonen auf eine Boltzmann—Gleichung. Es wird das Problem
der Erzeugung von hochenergetischen Photonen in einer heiflen Plasmascheibe for-
muliert und die entsprechende Integro—Differential-Gleichung semi—analytisch durch
Riickfithrung auf ein algebraisches Eigenwertproblem gelost. Ohne Einschrinkung an
die Winkelabhingigkeit der Quellfunktion werden Losungen erhalten, die fiir alle op-
tischen Tiefen der Plasmascheibe giiltig sind. Durch diese Lésungsmethode kann nicht
nur der Index des Potenzgesetz—Spektrums erhalten werden, sondern auch die Winkel—-
und Ortsverteilung dieser Strahlung. Es stellt sich heraus, dal diese Strahlung im Falle
einer optisch diinnen Scheibe stark in Richtung der Scheibenoberfliche kollimiert ist.

Bei der Beschleunigung von geladenen Teilchen spielt der Transport unter dem Ein-
flul von duferen elektromagnetischen Feldern eine entscheidende Rolle. In Supernova—
Uberresten erwartet man stochastische Magnetfelder, die in manchen Gebieten senk-
recht zur Stonormalen gerichtet sind. Nach neueren analytischen Untersuchungen fiihrt
das sich aus dieser Konstellation ergebende anomale Transportverhalten zu einem stei-
leren Spektrum der kosmischen Strahlen als bei rein diffusivem Transport. Zur Un-
tersuchung des Transportes und der Beschleunigung wird eine Monte-Carlo-Methode
verwendet. Die Ergebnisse werden diskutiert und mit der analytischen Beschreibung
verglichen, deren Giiltigkeitsbereich bestimmt wird.

Transport and acceleration of particles in astrophysical plasmas

The acceleration of high energy non—thermal cosmic rays depends crucially on their
transport in configuration and momentum space. This transport results for photons
in a Boltzmann equation. The problem of production of high energy photons in a hot
plasma disk is formulated and the corresponding integro—differential equation is solved.
This is done by reduction to an algebraic eigenvalue problem. Solutions are obtained
allowing for an arbitrary anisotropy of the source function, with no restriction on the
optical depth of the disk. In addition to the spectral index, the method of solution
allows one to determine the spatial and angular dependence of the emergent radiation.
In the case of an optically thin disk, this radiation is strongly collimated along the disk
surface.

The acceleration of charged particles is determined by the external electromagnetic
fields. Supernova remnants are expected to contain stochastic magnetic fields, which are
in some regions directed perpendicular to the shock normal. Recent analytical results
show that the resulting anomalous transport leads to a steeper spectrum of cosmic
rays, than pure diffusive transport. A Monte-Carlo method is used to examine the
transport and the acceleration. The results are discussed and compared with analytical
treatments, the region of validity, of which is determined.
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Einleitung

In den unterschiedlichsten Bereichen der astronomischen Beobachtungsmdoglich-
keiten kann hochenergetische kontinuierliche nicht—thermische Strahlung detek-
tiert werden. Dies umfafit zum einen das elektromagnetische Spektrum verschie-
dener astrophysikalischer Objektklassen und zum anderen die geladene kosmi-
sche Strahlung, welche sich mindestens bis zu einer Energie von 10% eV fort-
setzt. Wihrend die Klirung des Auftretens solch hoher (und selbst um mehre-
re Zehnerpotenzen niedrigerer) Energien eine Herausforderung darstellt, ist die
nicht-thermische Strahlung auflerdem hilfreich, das Verstindnis der astrophy-
sikalischen Objekte zu vertiefen, in denen diese Strahlung erzeugt wird. Dabei
erginzen sich die Beobachtungen von Teilchen aus einem thermischen Gleich-
gewichtszustand mit der Beobachtung von kontinuierlicher oder diskreter nicht—
thermischer Strahlung. Dadurch werden verschiedene Parameter, wie z.B. opti-
sche Tiefe und Temperatur, der Messung an der Erde zugénglich. Voraussetzung
hierfiir ist ein Verstédndnis der Erzeugungsprozesse der Strahlung, die mit dem
Transport der Teilchen im Phasenraum verkniipft sind. Bei nicht-thermischen
Teilchen beschreibt dieser Transport deren Bewegung in einem Medium, mit dem
Streuungen oder Stofe einerseits so selten sind, dafl es nicht zu einem Gleichge-
wichtszustand kommt; andererseits stellen gerade diese Wechselwirkungen direkt
oder indirekt die Quelle fiir eine Energieverschiebung der Teilchen dar. Dies sind
fiir Photonen die Sto8e mit Elektronen des Hintergrundmediums und fiir geladene
Teilchen die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld. Diese allgemeine
Problemstellung ist in Kapitel 1 fiir Photonen und geladene Teilchen dargestellt.

Als Transportgleichung fiir Photonen, die fiir viele astrophysikalische Objekte
Anwendung findet, erhélt man eine Boltzmann-Gleichung mit einem Compton—
Streuterm, der die Energieinderung beschreibt. Das hochenergetische nicht—
thermische Spektrum der Photonen besteht aus einer Potenzgesetz—Ldsung fiir
,beschleunigte“ Photonen. In Kapitel 2 ist eine neue semi—analytische Methode
zur Losung dieses Problems dargestellt, bei dem Photonen sich in einer Scheibe
aus heilem Plasma bewegen. Es stellt sich heraus, dafl der Index des Potenzge-
setzes der Photonen, welche die Scheibe verlassen, von der optischen Tiefe des
Plasmas entlang der Scheibennormalen und der Plasmatemperatur abhéingt. Die
Vermessung des Spektralindexes 1483t sich daher bei bekannter Plasmatempera-
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2 EINLEITUNG

tur zur Bestimmung der optischen Tiefe der Beschleunigungsregion benutzen.
Dariiber hinaus wird gezeigt, dal diese comptonisierte Strahlung im Falle op-
tisch diinner Scheiben sehr stark in Richtung der Scheibenoberfliche kollimiert
ist.

Die eben beschriebene direkte Verkniipfung der Teilchenverteilungen mit be-
stimmten Objekten, in denen sie erzeugt worden sind, ist fiir geladene Teilchen
nicht moglich. Der Grund liegt in der Ablenkung der Teilchen durch das galak-
tische bzw. intergalaktische Magnetfeld, das die Richtungsinformation zerstort.
Hochenergetische Elektronen kénnen jedoch in einem Magnetfeld Synchrotron—
Strahlung erzeugen, die dieselbe Rolle wie die oben beschriebenen direkt , be-
schleunigten“ Photonen spielen kann. Es bleibt jedoch, die Eigenschaften des
Spektrums der kosmischen Strahlung mit einer Klasse von astrophysikalischen
Objekten in Verbindung zu bringen. Supernova-Uberreste stellen geeignete Ob-
jekte zur Beschleunigung geladener Teilchen dar. Abgesehen von globalen Ener-
giebetrachtungen ist die Verkniipfung der gemeinsamen Eigenschaften dieser Ob-
jekte mit dem Spektrum der kosmischen Strahlung ein wichtiges Element zur
Klérung der Fragen nach der Quelle der kosmischen Strahlen sowie zum Versténd-
nis der Eigenschaften der Supernova-Uberreste selbst. Die entscheidende Rolle
im Beschleunigungsprozef§ fiir geladene Teilchen spielen die Stofifronten, die sich
z.B. als Folge einer vorangegangenen Sternexplosion in den Supernova—Uberre-
sten ausbreiten, wie auch das magnetische Feld, das den Stern umgeben hat. Fiir
die Eigenschaften des Spektrums der kosmischen Strahlen sowie der durch hoch-
energetische Elektronen erzeugten Synchrotronspektren ist dann die Kombination
von StoBfront und Magnetfeld von Bedeutung. Wahrend das Magnetfeld entschei-
dend den raumlichen Transport der Teilchen beeinfluit (siehe Kap. 1), stellt die
StoBfront mit der von ihr erzeugten Dynamik den Mechanismus zur Beschleuni-
gung von Teilchen dar (siehe Kap. 3). Die durch die turbulente Plasmabewegung
erzeugte stochastische Komponente des Magnetfeldes spielt bei senkrecht zur
StoBfrontnormalen verlaufenden Magnetfeldern eine besondere Rolle. Von dieser
Konstellation kann gerade in Supernova-Uberresten ausgegangen werden. Unter
den Bedingungen des senkrechten stochastischen Magnetfeldes zeigt die Teilchen-
bewegung ein sog. anomales Verhalten. Der Einflul dieses Transportverhaltens
auf das Impulsspektrum der beschleunigten geladenen Teilchen wird im Kapitel 3
mit Hilfe der Monte—Carlo-Methode untersucht. Wie durch analytische Untersu-
chungen vorhergesagt, zeigt sich ein signifikant steileres Spektrum im Unterschied
zum hdufig in Zusammenhang mit Stofifronten betrachteten klassischen Trans-
port.



Kapitel 1

Transportgleichungen

Die Bewegung von Teilchen in einem Medium folgt fiir eine Vielzahl von physika-
lischen Realisierungen, d.h. Arten von Teilchen und Medium, den gleichen Prinzi-
pien. So kénnen Neutronen, Photonen und geladene Teilchen von Transportglei-
chungen mit derselben mathematischen Struktur beschrieben werden (siehe z.B.
Duderstadt & Martin 1979). Von grundsitzlicher Bedeutung fiir das Transport-
verhalten ist jedoch der statistische Charakter der Bewegung. Kann jeder Wech-
selwirkungsprozef3 eines Teilchens mit dem Hintergrundmedium als unabhéngig
sowohl von der Vorgeschichte des Mediums als auch des Teilchens angesehen
werden, so fiihrt dies auf Transportgleichungen, die hier mit klassisch bezeich-
net werden. Die Grundlagen dieser Theorie wurden schon Anfang dieses Jahr-
hunderts von Arthur Schuster und Karl Schwarzschild fiir die Beschreibung von
astrophysikalischen Problemen wie Photonentransport in stellaren Atmosphéren
entwickelt (siehe z.B. Chandrasekhar 1960). Die grundlegenden Prinzipien dieser
Transporteigenschaften wurden dann auf Neutronen iibertragen (siehe z.B. Ca-
se & Zweifel 1967). In Kapitel 1.1 werden Eigenschaften dieser Theorie und im
besonderen ihre Anwendung auf Photonen dargestellt.

Die Art der Teilchenbewegung und damit deren mathematische Beschreibung
dndert sich grundlegend, wenn die Bewegung der Teilchen richtungs— oder orts-
abhéingig ist. Dieses kann bei geladenen Teilchen durch ein Magnetfeld verursacht
sein. Solche Bedingungen sind z.B. in einem Fusionsreaktor gegeben, wo die Vor-
aussetzung fiir diesen sog. neoklassischen Transport (Balescu 1988) die Erhaltung
der magnetischen Oberflachen ist. Dies ist streng nur in einem ruhenden Plas-
ma gegeben. Insbesondere in astrophysikalischen Plasmen fiihrt die turbulente
Bewegung des Plasmas zu einer Zerstorung der magnetischen Oberflichen. Die
Magnetfeldlinien konnen dann eine stochastische Bewegung ausfithren (Jokipii
& Parker 1969a; 1969b). Die makroskopischen Grofen sind in diesem Fall nicht
mehr nur durch eine Mittelung iiber die Phasenraumkoordinaten individueller
Teilchen zu erhalten, sondern erfordern ebenso eine Mittelung iiber die Gesamt-
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4 KAPITEL 1. TRANSPORTGLEICHUNGEN

heit der moglichen Realisierungen des Magnetfeldes. Unter diesen Bedingungen
ist die Teilchenbewegung gegeniiber dem klassischen Verhalten veréndert. Dies
wird mit anomalem Transport bezeichnet. Die Bewegung von Teilchen in stochas-
tischen Magnetfeldern hat zunéchst Auswirkungen auf ihr Diffusionsverhalten,
welches charakterisiert werden kann durch die Zeitabhéingigkeit der mittleren
quadratischen Verschiebung der Teilchen ((Az(t))?) o< t*. Wihrend fiir o = 1
das System diffusiv genannt wird, so zeigt es fiir @« # 1 anomales Verhalten.
Fiir « > 1 wird dies super-Diffusion genannt, wihrend der Fall 0 < o < 1 mit
sub-Diffusion bezeichnet wird (siehe z.B. Balescu 1995). Die hier betrachtete Rea-
lisierung eines stochastischen Magnetfeldes fiihrt auf sub-Diffusion mit o = 1/2
und ist in Kapitel 1.2 ndher beschrieben.

1.1 Klassischer Transport

Bei der elementaren Beschreibung der Bewegung von individuellen Teilchen ge-
hen wir zunéchst von der Erhaltung ihrer Anzahl aus. In diesem Fall 148t
sich aus dem Liouville-Theorem eine kinetische Gleichung fiir die Phasenraum-
dichte ableiten. Zunéchst sei die N-Teilchen Phasenraumdichte gegeben durch
F(qi,---,9N,P1,---,Pn, ). Das Liouville-Theorem driickt die Erhaltung eines
Volumenelementes' A des Phasenraumes aus (siehe z.B. Goldstein 1989):
d
— A =0. 1.1
17 (1.1)
Wegen der Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit [FA = 1 mufl demnach
auch die Phasenraumdichte zeitlich konstant sein. Die Liouville-Gleichung nimmt
dann folgende Form an
dF O0F !
—=—+{F,H} =0 1.2
=Sl (FH Lo, (12)
wobei H die Hamilton—Funktion und {...} die Poisson-Klammer ist. Wir wollen
im folgenden Systeme beschreiben, in denen die Wechselwirkung der einzelnen
Teilchen untereinander vernachléssigt werden kann. In diesem Fall kann die Pha-
senraumdichte als Produkt der Einteilchenfunktionen geschrieben werden:

N
j:(qla"'anapl,"'apNat):Hfi(qap,t)' (13)
=1

Das Liouville-Theorem (Gl. 1.2) fiihrt unter diesen Bedingungen auf die
Liouville-Gleichung fiir die Einteilchenfunktionen f;. Wir betrachten nun die Be-
wegung der Teilchen in einem &ufleren Feld A. Der kanonische Impuls ist dann

' Die Dimension der Vektoren q und p ist durch die Anzahl der Freiheitsgrade f der Teilchen
bestimmt, so da§ die Dimension des Volumenelementes 2f N ist.



1.1. KLASSISCHER TRANSPORT )

fiir Teilchen mit der Ladung e durch p = mq + eA/c gegeben. Weiterhin be-
nutzen wir die kanonischen Ableitungen der Hamilton—Funktion. Die Liouville-
Gleichung? der Einteilchenfunktionen ist dann bei Unterdriickung des Indexes i
gegeben durch

0f(q,p,1)

. 0 .0
5 +q-a—qf(q,p,t)+p-—f(q,p,t)=0- (1.4)

Op

In dieser allgemeinen Form gilt diese Gleichung zunéchst sowohl fiir geladene
als auch fiir ungeladene Teilchen. Diese bewegen sich ohne Wechselwirkung un-
tereinander (in einem &ufleren elektromagnetischen Feld). Tatsdchlich sind wir
aber an der Beschreibung von Teilchen interessiert, die sich in einem Plasma als
Hintergrundmedium bewegen. Die Dichte der energiereichen Strahlung, die wir
beschreiben wollen, ist dabei um mehrere Groflenordnungen geringer als die des
Plasmas, in dem sie sich bewegen. Wir kénnen daher die Riickwirkung dieser
Teilchen auf das Plasma in erster Ndherung vernachlidssigen. Von entscheiden-
der Bedeutung, gerade auch fiir den Energiegewinn einzelner Teilchen, ist jedoch
die Wirkung des Plasmas, welche sich durch individuelle stochastisch unabhéngi-
ge Streuprozesse der Teilchen beschreiben li8t. Dies fiihrt zu einer Anderung der
Phasenraumdichte mit der Zeit, welche nicht vom Liouville-Theorem erfafit wird.
Die Anderung der Phasenraumdichte durch diese Prozesse bezeichnen wir mit S.
Dasselbe gilt fiir die Erzeugung (oder Vernichtung) von Teilchen in einer Quelle
Q. Gleichung (1.4) (bzw. GI. 1.2) muf} daher erweitert werden:

df

i S+ 9. (1.5)
Der Charakter der Streuprozesse und damit deren mathematische Beschreibung
ist fiir Photonen und geladene Teilchen jedoch verschieden. Dariiber hinaus ist
diese Streuung fiir Photonen gerade der entscheidende Prozef fiir deren Energie-
gewinn (Kapitel 1.1.1 und 2), wihrend bei geladenen Teilchen die &ufieren Felder
eine entsprechende Bedeutung haben (Kapitel 1.1.2 und 3).

1.1.1 Beschreibung von Photonen

Zur Darstellung des Ortsteils der Phasenraumdichte fiir Photonen benutzen wir
kartesische Koordinaten, beschrieben durch den Ortsvektor . Der Impuls kann
ausgedriickt werden durch die Frequenz v und die Richtung €2 der Photonenaus-
breitung. Den Kosinus des Polarwinkels bezeichnen wir mit p (vgl. Abb. 2.2). Die

2Betrachtet man das Feld A nicht als #uBeres Feld, sondern als durch die Teilchen erzeugt,
so ist A ein selbstkonsistentes Feld, das von der Verteilung f aller Teilchen abhiingig ist. Dies
fithrt auf die in f nicht-lineare Vlasov—Gleichung.



6 KAPITEL 1. TRANSPORTGLEICHUNGEN

infinitesimalen Volumenelemente des Phasenraumes sind dann
dV = dzdydz, (1.6)
dQdry = sinfdfdodv =dudedr. (1.7)

Beachten wir, daf} sich bei der freien Bewegung von Photonen weder die Frequenz
noch deren Richtung éndert (v = 1 = ¢ = 0) und dafi der Geschwindigkeitsvektor
gegeben ist durch ¢ = ¢ 2, so kann die linke Seite von Gl. (1.4) geschrieben werden
als

Y rt) _ 01wl o Gfw o). (1.8)

dt ot

Um die Streuwahrscheinlichkeit pro Zeit zu erhalten, betrachten wir zunichst den
differentiellen Streukoeffizienten oy(r,v; — v,y - Q), welcher die Wahrschein-
lichkeit fiir die Streuung eines Photons von der Frequenz v; nach v im Element
dv und von ©; nach € im Element d2 fiir eine Wegstrecke ds ist (siehe Pomra-
ning 1973). Um den Streuterm S zu erhalten, miissen wir die Wahrscheinlichkeit
fiir die Streuung in das infinitesimale Phasenraumvolumen A und aus diesem
heraus angeben. Dabei miissen wir jeweils iiber alle moglichen Richtungen und
Frequenzen der Photonen integrieren. Damit erhalten wir fir Gl. (1.5), unter
Benutzung von Gl. (1.8)

of (v, 2, r,t)
ot

+cQ-Vfr,Q,rt)= Q
+ o [an [a@ [ou(r,m = v, Q- Q) (1, Q7 0)
0 47

—oy(r,v = v, Q- Q) f(v,Q, 7, 1)) (1.9)

Dies ist eine spezielle Form der linearisierten Boltzmann—Gleichung fiir Teilchen
mit der gleichen Geschwindigkeit (sieche Cercignani 1988), die wir abkiirzend
Boltzmann—-Gleichung nennen. Die Linearitét ist eine Folge davon, dal wir die
Wechselwirkung der Photonen untereinander vernachlissigen kénnen. Charakte-
ristisch fiir den Boltzmann—Stofiterm ist jedoch seine Integralform. Diese driickt
die Eigenschaft der Photonenstreuung aus, bei der die Energie und Richtung der
Photonen um nicht-infinitesimale Betrige geindert werden kénnen und bei der
die Zeit fiir individuelle Streuprozesse sehr viel kleiner als die Zeit dazwischen
ist. Diese Eigenschaften sind charakteristisch fiir ungeladene Teilchen wie Neu-
tronen oder Gasatome. Auf die Beschreibung der letzteren geht die Boltzmann—
Gleichung urspriinglich zuriick. Der erste Summand im Integral auf der rechten
Seite dieser Gleichung stellt quasi die Erzeugung von Photonen bei der Frequenz
v dar, die durch Streuung von Photonen bei der Frequenz vy entstanden sind.
Man nennt diesen Term deshalb auch Quellfunktion. Diese ist zu unterscheiden
von einer unabhingigen Photonenquelle (oder Senke?), die durch den Term Q

3Im Gegensatz zu einer unabhiingigen Photonenquelle ist ein Absorptionsterm proportional
zu der Photonendichte f(v,€Q,r,t).
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dargestellt wird.

An Stelle der Phasenraumdichte f(v, €2, r,t) fiihren wir nun die spezifische
Intensitit ein:

I(v,Q,r,t)=chv f(v,Q,r,1). (1.10)

Sei  der Winkel zwischen der Photonenrichtung €2 und der Normalen einer Fléche
do, so ist I(v,€2,7,t) cosf die Energie, die in der Zeit d¢ pro Raumwinkel- und
Frequenzintervall d€2dv unter dem Winkel # durch diese Fliche do geht. Dies
kann ausgedriickt werden durch

dE =1(v,Q,7r,t)cosfdvdQdodt. (1.11)

Zur Beschreibung von polarisiertem Licht miissen wir je eine Gleichung fiir
die beiden Komponenten des Polarisationsvektors entlang der Achsen eines or-
thogonalen Koordinatensystems senkrecht zur Photonenausbreitung aufstellen.
Diese Transportgleichungen sind gekoppelt. Die Intensitit setzt sich dann aus
den Einzelintensitdten gemafl I = I, + I; zusammen, wobei I, und I; jeweils die
Quadrate der Maximalamplituden der beiden Einzelkomponenten sind. Eine Be-
schreibung der Intensitdt mit einer iiber die Polarisationszustinde gemittelten
skalaren Funktion I ist streng nur fiir unpolarisiertes Licht giiltig und stellt i.A.
eine Ndherung dar (sieche Pomraning 1973). Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll
aber von dieser Ndherung Gebrauch gemacht werden.

Die analytische Losung der Gl. (1.9) ist nur fiir besondere Streuterme (Model-
le) und Randbedingungen méglich. Wir sind an einer stationdren Losung dieser
Gleichung fiir Photonenstreuung an heiflen Elektronen (Comptonisierung) in ei-
ner Scheibe interessiert (Kapitel 2). Fiir extrem stark vereinfachte Streufunktio-
nen ist die Losung der Boltzmann—-Gleichung sehr oft der Gegenstand von ana-
lytischen Untersuchungen gewesen. Man kann fiir den Fall einer konstanten oder
linear vom Kosinus des Streuwinkels €2 - 2; abhéingigen Streufunktion im Grenz-
fall einer sehr dicken Scheibe eine analytische Losung angeben. Dieses Problem
ist z.B. im Zusammenhang mit Neutronenstreuung untersucht worden (Case &
Zweifel 1967). Eine neuere Darstellung von analytischen Ergebnissen zur Losung
der Boltzmann-Gleichung, mit Anwendungen in der Strahlungstheorie fiir dicke
Atmosphiéren, stellt die Arbeit von Kuscer & McCormick (1991) dar. Dariiber
hinaus ist diese Gleichung auch im Zusammenhang mit der Untersuchung von
Strahlungsdurchgang durch menschliches Gewebe analytisch untersucht worden
(siehe z.B. Mahan 1995). Ein Anrif der Losungsmoglichkeiten fiir den Fall einer
linearen Streufunktion ist im Anhang A dargestellt. Alle diese angesprochenen
Losungen der Boltzmann—Gleichung haben jedoch gemeinsam, daf} sie nur den
Transport von Photonen (oder Neutronen), nicht jedoch deren Energiegewinn
bzw. Beschleunigung beriicksichtigen. Die in Kapitel 2 dargestellte Methode zur
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Lésung der Boltzmann—Gleichung ist nun geeignet, das Problem des Transportes
von Photonen im Orts— und Impulsraum semi-analytisch zu l6sen. Dabei wird
die Boltzmann—Gleichung auf ein algebraisches Eigenwertproblem zuriickgefiihrt,
das dann sehr leicht numerisch zu l6sen ist. Der Vorteil gegeniiber anderen Me-
thoden besteht nicht nur in dem verhéltnisméfig kleinen numerischen Aufwand,
sondern auch darin, daf} die vollstindige Winkel- und Ortsabhéingigkeit der Ei-
genfunktionen erhalten werden kann.

Die Fokker—Planck—Niherung

Fiir die Beschreibung des Transportes von Photonen wurde sehr oft von Nahe-
rungen der Boltzmann-Gleichung Gebrauch gemacht, die auf eine differentielle
Transportgleichung fiihren, wie sie von Fokker und Planck benutzt wurde (siehe
van Kampen 1997). Bei einer isotropen Photonenverteilung kann durch die An-
nahme von kleinen Anderungen in der Photonenenergie eine solche Gleichung
angegeben werden. Diese wurde zunéchst von Kompaneets (1957) abgeleitet.
Im folgenden soll diese Gleichung angegeben werden und auf eine allgemeinere
Fokker—Planck-Gleichung erweitert werden. Wir fiihren dazu fiir eine homogene
und isotrope Verteilung eine Besetzungszahl des Photonengases

2
c
t) = ——=1(v,t 1.12
nw,t) = 57 1(01) (112)
sowie eine dimensionslose Zeit, Frequenz sowie Temperatur ein:
hv o_ kT,

MeC?’ MeC?’

(1.13)

te=0rMnect, T =

wobei oy = 6.65-10"* cm? der Thomson-Wirkungsquerschnitt und . die Dichte
der freien Elektronen ist. Beriicksichtigen wir hier die Anderung von n(z, t.) durch
induzierte Emission, so erhalten wir einen zu Gl. (1.9) analogen Ausdruck:

on(z,t.) 7 )
2 » e _
X th = 0/d$1{0($1 — x, T, @) n(xl,tc)[l +n(x’t0)]

—&(x = 21,10, O) n(a, 1)1+ n(wy, b)), (1.14)

wobei die Temperaturabhingigkeit der Streufunktion ¢, die nun die Winkelinte-
gration iiber d€2 enthilt, explizit hervorgehoben wurde.

Ist nun bei kleiner Elektronentemperatur die Photonenenergie ebenfalls klein,
so gewinnen die Photonen bei jeder Streuung nur sehr wenig Energie:

r —x

r<OkKl = - = A:= < 1. (1.15)
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Die rechte Seite der Gl. (1.14) kann nun nach dem kleinen Parameter A ent-
wickelt werden. Bei einer Entwicklung bis zur zweiten Ordnung erh&lt man fiir
klassische Thomson—Streuung und eine Maxwell-Verteilung der Elektronen die
Kompaneets—Gleichung (siehe auch Rybicki & Lightman 1979):

,On 0

x prl %{x4[@a—n+n(1+n)]}, (1.16)

Oox

welche eine spezielle Fokker-Planck—Gleichung darstellt. Den Termen 148t sich
eine separate Bedeutung zuschreiben. Die Ableitung der Besetzungszahl nach x
stellt die durch den Doppler-Effekt beschreibbare Anderung von n dar, wihrend
der lineare Term durch den Riickstofl des Elektrons verursacht wird. Der quadra-
tische Term beschreibt induzierte Emission. Eine Gleichgewichtslosung ist durch
die einer Planckschen Verteilung entsprechenden Besetzung n = (exp(z/0)—1) !
gegeben.

Die Kompaneets—Gleichung kann durch Einfiihren eines Diffusions—Koeffizien-
ten D(z,©) verallgemeinert werden:
sOn 0 on

x oL = a—x{D(x,G)[@a—x+n(1+n)]}. (1.17)
Fiir ein relativistisches Elektronengas und Klein—Nishina—Streuung haben Prasad
et al. (1988) einen Diffusions—Koeflizienten bestimmt, in dem sie verlangt haben,

daB die Anderung der Energie

dE 7 on
= [dzz®— 1.1
dt, O/ ETS (1.18)

bei der durch die Boltzmann—Gleichung (1.14) gegebenen Besetzungszahl n iden-
tisch ist zu der Grofle dE/dt., wenn n durch die Fokker—Planck—Gleichung (1.17)
gegeben ist.

1.1.2 Beschreibung geladener Teilchen

Die Annahme der verschwindenden gegenseitigen Wechselwirkung der einzelnen
Teilchen, welche zur Gl. (1.4) gefiihrt hat, ist fiir die hochenergetischen Elek-
tronen eines astrophysikalischen Plasmas eine ebenso gute Annahme wie fiir die
kosmische Strahlung. Die Teilchen wechselwirken mit dem Hintergrundplasma
iiber das magnetische Feld, in dem sie sich stindig bewegen. In der Liouville-
Gleichung (1.4) ist nun die Lorentz-Kraft p = e(E + v x B/c) einzusetzen.?
Unter der Voraussetzung, dafl das Plasma eine sehr hohe Leitfihigkeit besitzt,
konnen wir ein Koordinatensystem wéhlen, in dem ein evtl. vorhandenes elektri-

4Nach Transformation zu den Koordinaten: ¢ — x, ¢ — v, und mq — p.
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sches Feld verschwindet. Wenn wir ferner Gyrotropie annehmen, bei der die Ver-
teilungsfunktion unabhéngig von der Gyrophase ist, so verschwindet der rechte
Term von GI. (1.4) vollsténdig.

Bei der Bewegung geladener Teilchen in einem Magnetfeld ist die lange Reich-
weite der elektromagnetischen Wechselwirkung von Bedeutung. Die Teilchen wer-
den durch Stérungen beeinfluflt, welche sich in Form von Alfvén—Wellen ent-
lang des Feldes ausbreiten (Jokipii 1971). Diese Stérungen bewegen sich z.B. in
Supernova-Uberresten mit einer Geschwindigkeit von etwa 100 kms~', wihrend
die Unterschiede der Plasmageschwindigkeiten an Stofifronten um eine Gréfien-
ordnung héher liegen. Wir kénnen daher die Anderung des Impulsbetrages durch
diese Wellen vernachléssigen. Da die Zahl der Teilchen selbst erhalten ist, bleibt
fiir die Anderungen der Phasenraumdichte auf der rechten Seite von Gl. (1.5)
eine Diffusion durch zufillige Streuungen in der Richtung zu beriicksichtigen. Da
die Léngen— und Zeitskalen der Gyrationsbewegung hochenergetischer Teilchen
im Vergleich zu makroskopischen Skalen klein sind, kénnen wir Gyrotropie an-
nehmen. Damit ist die Richtung der Teilchen eindeutig durch den Pitchwinkel®
@ = p - B/(pB) zwischen Impuls und Magnetfeldrichtung beschrieben. Im Ru-
hesystem des Plasmas lautet die Transportgleichung fiir die Phasenraumdich-
te f(x,p, u,t) geladener Teilchen dann (vgl. Blandford & Eichler 1987; Kirk et
al. 1994)

oF L ,OF _ 6(1) 8f>, (1.19)

ot " Vax  op\""ap

wobei der Pitchwinkel-Diffusionskoeffizient D,,, die Anderung des Pitchwinkels
pro Zeitintervall angibt. Wir gehen nun zu einem Koordinatensystem iiber, in dem
der Ort der Teilchen in einem System gemessen wird, in dem sich das Plasma
mit der Geschwindigkeit u bewegt (Laborsystem) aber die Messung des Impulses
weiterhin in diesem mit uw bewegten System stattfindet. Wir nehmen an, daf
die Pitchwinkelstreuung so effektiv ist, daf§ die Verteilung in erster Ndherung als
isotrop angesehen werden kann, d.h.

f(z,p,p.t) = fO(z,p,t) + fO(z,p, 1, 1), (1.20)
1

mit /duf(l)(-’v,p, pu,t) =0 (1.21)
el

und  fO > fO, (1.22)

Damit 148t sich nun fiir eine nicht-relativistische Stromungsgeschwindigkeit, die
viel kleiner als die Teilchengeschwindigkeit ist (u < ¢?p/FE), eine Transportglei-

5Die GroBe p = cos a ist der Kosinus des Winkels « zwischen Teilchenimpuls und Magnet-
feldrichtung. Die Bezeichnung Pitchwinkel wird hier (falls nicht explizit anders angegeben) fiir
4 benutzt.
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chung fiir den isotropen Anteil der Phasenfunktion angeben (Parker 1965; Gleeson
& Axford 1967; Skilling 1975; Drury 1983):

af©
ot

of©

— (0)
5 = Vv, (1.23)

1
+U-Vf(0)—§(V-u)p

wobei k der Diffusionstensor ist. Dieser beschreibt die Diffusion senkrecht und
parallel zu dem Magnetfeld. Bei einer Teilchenbewegung ausschliefilich entlang
eines Magnetfeldes reduziert sich dieser Diffusionstensor auf eine skalare Funk-
tion fiir den parallelen Anteil, der von dem oben eingefiihrten Pitchwinkel—-
Diffusionskoeffizienten abhéngig ist (Hasselmann & Wibberentz 1970; Joki-
pii 1971; Decker 1988; Kirk et al. 1994; Kuijpers 1996):

v? /1 (1 — p2)?
Ky =— [ dp ———, (1.24)
Il ) g Dp,u

wobei D, durch die mittlere quadratische Anderung des Pitchwinkels pro Streu-
zeit ausgedriickt werden kann:

D, = LAWY (1.25)

B9 AL

Die Transportgleichung (1.23) fiir die Phasenraumdichte wird oft in Form
einer sog. Diffusions—Konvektions—Gleichung fiir die Teilchendichte n(z,p) ge-
schrieben, die hier im Hinblick auf spétere Anwendungen angegeben werden soll.
Wir betrachten dazu ein eindimensionales Problem. Die Dichte der Teilchen an
der Stelle  mit Impuls p ist dann gegeben durch

n(z,p,t) = dnp? fO(z,p,1) . (1.26)
Damit wird Gl. (1.23) zu (vgl. Jones & Ellison 1991)

on 0 10u 0

R F)=-——— 1.2

5 T g un T ) 3axap(p”)’ (1.27)
wobei F' einen Teilchenflul darstellt, der geméfl dem 1. Fickschen Gesetz linear

zur ersten Ableitung der Teilchendichte ist:

on
F=—-—x_—. 1.28
" o (1.28)
Der zweite Term der Gl. (1.27) stellt somit die Anderung der Teilchendichte
durch einen Konvektionsstrom (un) und einen Diffusionsstrom (F) dar, dem
eine Anderung durch einen Impulsstrom (o pn) gegeniibersteht. Betrachten wir
diese Gleichung zunichst fiir einen kontinuierlichen Plasmastrom (0u/dz = 0), so
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erhalten wir eine Gleichung fiir die Dichte n, die im mitbewegten System identisch
mit der Wirmeleitungsgleichung ist (siche Landau & Lifschitz 1991).% Der die
Teilchenbewegung beschreibende Propagator ist eine Losung dieser Gleichung,
die fiir ¢ = 0 eine 6—Funktion fiir z darstellt:

1
P(z,t) = \/me—zz/m. (1.29)

Die spezielle Form des Diffusionsflusses (1.28) fiihrt daher auf einen Propagator,
der durch eine Gaufl-Kurve beschrieben wird. Daraus lassen sich einige Konse-
quenzen ableiten. Zunéchst berechnen wir die mittlere Verschiebung der Teilchen
als Funktion der Zeit und finden

(Ar)?) o t, (1.30)

was als charakteristisch fiir diffusive Teilchenbewegung betrachtet wird. Der Ein-
fluBl eines solchen Propagators auf das Dichteprofil von kontinuierlich in ein flie-
Bendes Plasmas injizierter Teilchen wird in Zusammenhang mit dem Propagator
fiir sub—diffusiven Transport in Kapitel 3.2 diskutiert.

1.2 Anomaler Transport

Der rdumliche Transport geladener Teilchen wird im wesentlichen bestimmt durch
die Eigenschaften des magnetischen Feldes. Durch turbulente Bewegungen des
Plasmas entsteht eine stochastische Komponente dieses Magnetfeldes. Dabei sind
die Léngenskalen von Bedeutung, die charakteristisch fiir diese Stérungen sind.
Wihrend sich kurzwellige Fluktuationen ungeddmpft in Form von z.B. Alfvén—
Wellen entlang des Feldes ausbreiten und mit den Teilchen in Form von Pitch-
winkelstreuung wechselwirken, haben die langwelligen Stérungen Einfluf} auf die
rdumliche Verteilung des Feldes, die entscheidend fiir das anomale Transport-
verhalten ist. Die resultierende Feldgeometrie ist homogen, d.h. an jedem Raum-
punkt im Prinzip gleich, jedoch kann trotzdem dieselbe Teilchenbewegung (geméi8
der Freiheitsgrade des Teilchens) bei verschiedenen Zeitpunkten zu unterschied-
lichen rdumlichen Bewegungen fiihren. Das bedeutet, in diesem Fall ist die Teil-
chenbewegung nicht nur durch die Magnetfeldrichtung und —stérke an der mo-
mentanen Position abhingig, sondern auch von dem Verhalten der Teilchen zu
fritheren Zeiten.

Die elementaren Eigenschaften der Teilchenbewegung bei anomalem Trans-
port koénnen in Form eines Propagators ausgedriickt werden, der sich von
Gl (1.29) unterscheidet, die fiir den Fall des klassischen Transportes abgeleitet

6Der Diffusionskoeffizient & sei unabhiingig von z.
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wurde. Das Ziel ist, fiir ein stochastisches Magnetfeld, wie es bei Stofifronten in
Supernova-Uberresten auftreten kann, eine Transportgleichung aufzustellen und
als Losung diesen Propagator zu finden. Wihrend die rdumliche Bewegung bei
klassischem und anomalem Transport unterschiedlich ist, gilt dies nicht fiir die
Dynamik der Impulsinderung bei der Wechselwirkung mit der Stofifront. Wir
werden zur analytischen Bestimmung der spektralen Eigenschaften daher eine
allgemeine Konvektions—Diffusions—Gleichung aufstellen und 16sen (Kap. 3.1.1).
Mit der Kenntnis des Teilchenpropagators lassen sich dann die speziellen Eigen-
schaften von dem hier erhaltenen Fall von sub—Diffusion implementieren.

Der Einflu stochastischer Magnetfeldlinien als Folge turbulenter Bewe-
gung von astrophysikalischen Plasmen auf die diffusive Bewegung von kosmi-
schen Strahlen wurde von Jokipii & Parker (1969a; 1969b) eingehend unter-
sucht. Diese Autoren haben die Auswirkungen dieses Feldes auf Fokker—Planck—
Diffusionskoeffizienten berechnet. Stix (1973) hat die Zerstérung magnetischer
Oberflachen durch eine stochastische Komponente des Magnetfeldes in Fusions-
plasmen beschrieben. Nach einer Reihe von Arbeiten (Fusionsplasmen: Rechester
& Rosenbluth 1978; Kadomtsev & Pogutse 1979; Isichenko 1991; Rax & Whi-
te 1992; Kosmische Strahlen: Barge et al. 1984) konnte eine Beschreibung dieser
neuen Klasse des Transportverhaltens entwickelt werden (Chuvilgin & Ptuskin
1993; Balescu et al. 1994; Wang et al. 1995; Balescu 1995). Die Auswirkungen
dieses anomalen Transportes auf das Spektrum der kosmischen Strahlen, bzw.
das Synchrotronspektrum von hochenergetischen Elektronen, wurde von Kirk et
al. (1996) und Ragot & Kirk (1997) untersucht. Dies wird in Kapitel 3 néher
dargestellt. Hier wird zunéchst die Transportgleichung bei stochastischem Ma-
gnetfeld angegeben. Wir betrachten dazu ein Magnetfeld mit einer konstanten
Hauptkomponente By in z-Richtung, dem stochastische Fluktuationen 6 B senk-
recht dazu iiberlagert sind (vgl. Balescu et al. 1994):

B(z) = By+0B(2)
Bo(e, + by (2)e, + by(2)ey) . (1.31)

Wir verlangen, dal die Komponente senkrecht zu By sehr klein ist im Vergleich
zu By selbst, und definieren ein Mafl 6b dafiir:

. {9B])
5b : By < 1. (1.32)
Wir nehmen an, dafl diese Fluktuationen unabhéngig von der Zeit sind, d.h.
sie sind im Plasma eingefroren. Auflerdem seien sie nur von einer Koordinate
z entlang B, abhingig. Das bedeutet, die GroBe der Auslenkung eines (z.B.)
Teilchens senkrecht zu By ist nicht von dieser Entfernung selbst abhéingig. Diese
Néherung wird quasi-linear genannt (siehe Kadomtsev & Pogutse 1979).
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Durch eine Feldbeschreibung gemafi Gl. (1.31) ist das Verschwinden der Di-
vergenz automatisch sichergestellt:

V-B=0. (1.33)

Eine Transportgleichung fiir Teilchen, die sich diffusiv entlang der Magnetfeld-
linien bewegen, mufl nun die stochastische Eigenschaft dieser Feldlinien beriick-
sichtigen. Balescu (1995) konnte zeigen, dafi die charakteristischen Eigenschaften
des Transportverhaltens auch bei anomalem Transport unabhéngig von der Di-
mension d des Raumes sind, in dem die Bewegung der Teilchen beschrieben wird.
Wir beschrénken uns daher auf die Untersuchung des Transportes von Teilchen in
einer Dimension = senkrecht zu By, wihrend die Bewegung der Teilchen zunéchst
abhéngig von x und z beschrieben werden muf}. Die Bewegungsgleichungen lauten
dann (siehe Balescu et al. 1994)

dzit) = b(2(8) va(8) + em (1), (1.34)
O =), (1.35)

wobei 7, (¢) (ebenso wie v und b) eine stochastische Grofie darstellt, die aber zu ei-
ner Bewegung senkrecht zur Magnetfeldlinie beitrégt und so zu einer Dekorrelati-
on der Teilchen von dieser Feldlinie fiihrt. Der dimensionslose Parameter € € [0, 1]
gibt die tatsédchliche Grofle dieses Effektes an. Wir betrachten hier zunéchst Teil-
chen, die keiner Dekorrelation unterliegen. In diesem Fall ist n, = 0 bzw. € = 0.
Auf der Grundlage einer Dichteverteilung f(z, z,t) mit stochastischem Charakter
beziiglich der Teilchengeschwindigkeit v und den Feldfluktuationen b hat Bales-
cu (1995)7 eine kinetische Gleichung in Analogie zur Liouville-Gleichung (1.4)
angegeben:

0

0 0
S 0(0) 2+ (0) (1) 5-f = 0. (1.36)

Die Teilchendichte n(z,t) ergibt sich nun aus f(z, z,t) durch eine doppelte Mit-
telwertbildung iiber v und b. Diese ist gegeben durch

n(x,t) = <<f(‘r7z,t) >>v,b ’ (137)

wobei die Abhingigkeit von z wegen der Homogenitét entlang dieser Richtung
verschwindet. Diese Mittelwertbildung fiihrt zu einer Gleichung fiir sub—diffusiven
Transport. Eine allgemeinere Form dieser Gleichung kann mit Hilfe der Metho-
de ,zeitlich fortwiihrender Zufalls-Schritte“ (CTRW)® erhalten werden. Dies ge-
schieht auf der Grundlage des von Montroll & Weiss (1965) formulierten Problems

"Fiir eine allgemeinere Form siehe auch Balescu et al. (1994) und Chuvilgin & Ptuskin
(1993).
8Continuous Time Random Walks
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der Bestimmung der Dichteverteilung bei einer stochastischen Bewegung auf ei-
nem Gitter, bei vorgegebener Verteilung der méglichen rdumlichen und zeitlichen
Schrittgrofien f(x) und W(¢) fiir €[ — oo und ¢ — oco. Diese Verteilungen wer-

den in Form ihrer Fourier- und Laplace-Transformationen (f(k) = F[f(z)] und
W(s) = L[¥(t)]) angegeben (siche Balescu 1995; Ragot & Kirk 1997):

. 1
f(k) = 1- ﬁaﬂ“{:vja ‘k| _)Oa (138)
U(s) = 1—71%%, s—0, (1.39)

wobei 0 < «, 8 < 2 und 75,0 positive Konstanten sind. Wir betrachten hier
den Fall 8 = 2, bei dem die quadratische Verschiebung ((Az)?) zu jeder Zeit
endlich ist.® Dies fiihrt fiir o = 1/2 auf eine Transportgleichung, die der durch
den Ansatz einer kinetischen Gleichung (im Grenzfall kollisionsfreier Bewegung
und grofler Zeiten) erhaltenen, dquivalent ist (Balescu 1995; siehe auch Chuvilgin
& Ptuskin 1993):

9 92 j roN2-a 92
5 n(z,t) = Dy ) n(z,t) — HOT/_ dr (7[)) Ey n(z,t —7),  (1.40)
wobei die Koeffizienten gegeben sind durch
0'2 11—« DO
D, = H, = — 1.41
T 2dr,’ °T Ta) ™ (141)

und Tyin = 7p [[(a)] 7Y% = 7, /7 fiir & = 1/2. Gleichung (1.40) ist eine nicht—
Markovische Transportgleichung. Der Integralterm spiegelt dabei das Langzeit—
,Geddchtnis® der Teilchenbewegung wider. Fiir & = 1 verschwindet Hjy und damit
der Integralterm; man erhélt in diesem Fall die klassische Diffusionsgleichung (vgl.
Gl. 1.27 im Zusammenhang mit der Lésung 1.29). Die quadratische Verschiebung
wird mit den Losungen dieser Transportgleichung zu

(20) = 2 (LY (142
F1+a) \7p/ '
was unabhéngig von der Dimension d des Raumes ist. Als Spezialfiille erhilt man
fiir « = 1 das klassische Ergebnis (1.30) und fiir o = 2 das Verhalten einer freien
(ballistischen) Bewegung. Dazwischen (1 < « < 2) nennt man den Transport
super—Diffusion, und der Bereich 0 < o < 1 entspricht sub—Diffusion.

Die freien Parameter der CTRW-Methode miissen nun durch Parameter er-
setzt werden, die das vorgegebene Magnetfeld und die Teilchenbewegung in die-
sem beschreiben. Fiir ein rdumlich diffundierendes Magnetfeld, wie es durch

98 < 2 entspricht Lévy-Transport.
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Gl. (1.31) dargestellt wird, konnen wir die entsprechende quadratische Ver-
schiebung entlang der z—Achse in der quasi-linearen Niherung angeben gemé&fl
((Az(2))?) = 2Dyz (die Diffusivitit D, des Magnetfeldes werden wir in
Kap. 3.3.2 nédher bestimmen). Die Diffusion der Teilchen entlang der Magnet-
feldlinie wird durch den Koeffizienten x, bestimmt gemiB ((Az(t))?) = 2kt

(siehe Gl. 1.24). Benutzen wir nun die Beziehung z(t) ~ /{(Az(t))?), so erhalten
wir

((Az(t))?) < V. (1.43)

Dies entspricht sub—Diffusion mit o = 1/2. Eine entsprechende Losung der Trans-
portgleichung (1.40), die bei ¢ = 0 eine 6—Funktion darstellt, wurde von Kirk et
al. (1996) und Duffy et al. (1995) benutzt, um den Transport von Teilchen in
stochastischen astrophysikalischen Magnetfeldern zu beschreiben:

Psub(xut) (144)

1 70 ds ( x? s? )

= exp | — — .
47r ,DMK;”t—oo /|8| 4DM‘S| 4K/”t
Dieser Propagator stellt die Grundlage fiir die hier zu betrachtende anomale Teil-
chenbewegung dar, die in Kapitel 3.2 ndher untersucht wird. Er stellt eine Faltung
zweier Gauflscher Verteilungen dar, die der stochastischen Bewegung entlang des
Feldes und des Feldes im Raum entsprechen. Rax & White (1992) haben eine
Néaherung dieser Funktion zur Beschreibung von sub-diffusivem Teilchentrans-
port in Fusionsplasmen benutzt.



Kapitel 2

,Beschleunigung* von Photonen:
Comptonisierung

In der Richtung astrophysikalischer Objekte wie Aktive Galaxien, Quasare und
Réntgendoppelsterne beobachtet man hiufig ein nicht—thermisches kontinuierli-
ches Spektrum im Energiebereich der Rontgenstrahlung. Niederenergetische Pho-
tonen konnen durch Streuung an freien thermischen Elektronen Energie gewinnen
und so vom optischen bzw. ultravioletten Spektralbereich bis in den Rontgenbe-
reich ein kontinuierliches Spektrum bilden. Man erwartet, dafl die o.g. Objek-
te ausgedehnte Regionen mit heilem Plasma enthalten, die fiir diese Strahlung
verantwortlich sind. Der Prozef§ der Streuung von Photonen an freien heiflen
Elektronen wird Comptonisierung genannt. Der einfachste Fall der Streuung von
Photonen an Elektronen ist die Thomson—Streuung.! Hierbei streuen Photonen
niedriger Energie hv < m,c? riickstoBfrei an freien Elektronen. Durch Faltung
mit der Verteilungsfunktion der Elektronen erhilt man aus dem Wirkungsquer-
schnitt der Compton—Streuung einen effektiven Streuquerschnitt fiir die Comp-
tonisierung. Nicht nur die rdumliche Verteilung, auch das Spektrum der an den
Elektronen gestreuten Strahlung, hiingt aber noch entscheidend von dem Trans-
port der Photonen im Plasma ab. Es ist also nétig, eine Transportgleichung fiir
den Orts— und Impulsraum aufzustellen und zu l6sen. Dazu gingen friihere Arbei-
ten sehr oft von der Annahme aus, dafl die optische Tiefe der Streuregion grof ist
und dafl sowohl die Frequenz der Photonen v als auch die Elektronentemperatur
T, klein sind, das bedeutet: x = hv/mec> < 1 und © = kzT,/m.c* < 1. Der
Transport der Photonen im Orts— sowie im Impulsraum kann dann durch eine
Fokker-Planck-Gleichung (siehe Kapitel 1.1.1) beschrieben werden. Das Problem
148t sich dabei in zwei Teile zerlegen: Die Berechnung der Verteilung der Anzahl
von Streuungen, die ein Photon erfihrt, und die Faltung mit der Losung fiir

'Dabei werden quantenmechanische Effekte zunéichst vernachlissigt. Die Beriicksichtigung
dieser Effekte wird mit dem Klein—Nishina—Streuquerschnitt beschrieben.

17
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das Energiespektrum von Photonen in einem homogenen unendlich ausgedehn-
ten Medium (Sunyaev & Titarchuk 1980).

Mehrere Autoren haben daraufhin Methoden gefunden, um Ergebnisse mit
groflerem Anwendungsbereich zu finden. So wurde z.B. der Diffusionskoeffizient
der Fokker-Planck-Gleichung fiir hohere Ordnungen in z und © berechnet (Pra-
sad et al. 1988; Cooper 1971). Von besonderem Interesse ist die Erweiterung auf
optische Tiefen im Bereich von 7 ~ 1, da solche Bedingungen in vielen astrophy-
sikalischen Objekten gegeben sind (z.B. in Aktiven Galaktischen Kernen: Haardt
et al. 1994; Zdziarski et al. 1995; und Kandidaten fiir schwarze Locher: Sunyaev
& Triimper 1979; Ebisawa et al. 1996). Von Sunyaev & Titarchuk (1985) wur-
de unter der Annahme der oben erwdhnten Separabilitét eine iterative Losung
fiir den rdumlichen Transport der Photonen in einer Scheibe angegeben, welche
wieder mit der Losung fiir Diffusion im Impulsraum kombiniert werden kann.
Eine Zusammenfassung dieser Losungsmethoden und deren Anwendung auf die
Beschreibung astrophysikalischer Objekte wurde von Titarchuk (1994) gegeben,
welcher darauf hinwies, dafl comptonisierte Strahlung von einer heiflen Scheibe
mit kleiner optischen Tiefe sehr stark in Richtung der Oberfliche dieser Schei-
be kollimiert sei. — Ergénzend zu analytischen Arbeiten ist Comptonisierung
auch mit Hilfe numerischer Verfahren (Katz 1976; Poutanen & Svensson 1996)
und insbesondere der Monte-Carlo-Methode untersucht worden (Pozdnyakov et
al. 1983; Zdziarski 1986; Hua & Titarchuk 1995; Stern et al. 1995a, 1995b).

In einer neueren Arbeit haben Titarchuk & Lyubarskij (1995) die Boltzmann-
Gleichung benutzt, um das Problem der Comptonisierung zu losen. Diese Au-
toren konnten das Ergebnis bestéitigen, dafi ein Potenzgesetz—Spektrum produ-
ziert wird, wenn niederenergetische Strahlung im Thomson—Bereich gestreut wird
(d.h. wenn fiir die dimensionslose Photonenenergie im Elektronenruhesystem gilt
z' < 1). Sie haben die Berechnung des Spektralindexes des Potenzgesetzes auf ei-
ne Eigenwertgleichung fiir die Quellfunktion reduziert, vorausgesetzt diese Quell-
funktion kann als winkelunabhéingig betrachtet werden (vgl. Sobolev 1975). In
diesem Fall ist das Problem wieder in Orts— und Impulsraum separierbar. Ti-
tarchuk & Lyubarskij (1995) haben jeweils analytische Ndherungen gefunden fiir
den Fall © < 1 und © > 1, sowie fiir die Losung des Problems im Ortsraum bei
To < 1 und 79 > 1 und verschiedenen Geometrien. Sie haben dann Interpolati-
onsformeln angegeben, die fiir weite Bereiche von © und 7, giiltig sind.

In diesem Kapitel wird eine Erweiterung des Zugangs von Titarchuk & Lyu-
barskij (1995) dargestellt, indem die Boltzmann—Gleichung ohne Annahme ei-
ner isotropen Strahlung oder Quellfunktion gelost wird. Wir berechnen den
Spektralindex aus einem Eigenwertproblem fiir die vollstdndige integrale Quell-
funktion. Um die Eigenfunktionen zu finden, wird die Winkelabhéngigkeit in
Legendre—Polynome und die Ortsabhéingigkeit in Tschebyscheff-Polynome ent-
wickelt. Durch diese Methode kann die Genauigkeit der Ergebnisse von Titarchuk
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& Lyubarskij (1995) bestimmt werden und auflerdem die vollstindige Winkel—
und Ortsabhéngigkeit der comptonisierten Strahlung angegeben werden. Wie von
Titarchuk (1994) vermutet, stellt sich heraus, daf§ diese Strahlung im Fall einer
optisch diinnen Scheibe sehr stark in Richtung der Oberfliche kollimiert ist.

Zunichst wird in Kapitel 2.1 der Compton—Streuquerschnitt angegeben, der
in dem hier betrachteten Fall die Grundlage fiir den Streuterm (siehe GIl. 1.9)
darstellt. Im Kapitel 2.2 wird das Integral-Eigenwertproblem definiert, das zur
Bestimmung des Spektralindexes « fiihrt. Kapitel 2.3 stellt die Methode zur
Lésung des Eigenwertproblems dar. Dabei wird die Phasenfunktion fiir © < 1
und © > 1 in Legendre-Polynome beziiglich des Streuwinkels der Photonen
entwickelt. Die Intensitdt wird beziiglich der Winkelabhéngigkeit ebenfalls in
Legendre-Polynome, die vollstindig sind auf dem Halbraum 0 < p < 1 (wobei
1 der Kosinus des Winkels zwischen Photonenrichtung und Scheibennormalen
ist) entwickelt. Dadurch wird das Problem reduziert auf ein System gekoppelter
Differentialgleichungen fiir die Ortskoordinate senkrecht zur Scheibenoberflache.
Diese wird schliellich auf eine algebraische Eigenwertgleichung reduziert, in dem
die Ortsabhéngigkeit in Tschebyscheff-Polynome entwickelt wird. Mit einer Zer-
legung der dabei erhaltenen singuldren Matrix kénnen dann die Eigenfunktionen
erhalten werden. Die Bedingung fiir die Existenz dieser Matrix liefert den Spek-
tralindex a. Die Ergebnisse werden in Kapitel 2.5 dargestellt. Sie bestehen aus
Darstellungen des Spektralindexes « als Funktion der Plasmatemperatur © und
optischen Tiefe 7y der Scheibe, sowie der Winkel—- und Ortsabhéngigkeit der spezi-
fischen Intensitét. Die Ergebnisse werden mit denen von Titarchuk & Lyubarskij
(1995) verglichen.

2.1 Der Compton—Streuquerschnitt

Der einzige Streuprozef}, der fiir den Transport im Orts— und Impulsraum der
Photonen von Bedeutung ist, ist die Streuung an freien Elektronen. Die Ener-
gie der Photonen sei dabei kleiner als die Energie der thermischen Elektronen:
hv < kgT,. Wir betrachten also Photonen, die sich im Spektralbereich unterhalb
der Energie befinden, bei der das Spektrum durch ein Wiensches Gesetz ,,abge-
schnitten® ist. Der Energieiibertrag von den Photonen auf die Elektronen durch
Riickstofl kann dann in erster Ndherung vernachlissigt werden. Im Ruhesystem
der Elektronen (gekennzeichnet durch gestrichene Groflen) ist diese Streuung da-
her elastisch. Da wir Photonen bei Energien beschreiben wollen, fiir die gleichzei-
tig die Bedingung hv < mec? erfiillt ist, geht die Klein—Nishina—Streufunktion
in die klassische Thomson—Streufunktion iiber, welche im Elektronenruhesystem
(gestrichene Grofien) gegeben ist durch (siehe z.B. Pomraning 1973)

iton {14 07} 80/ — ), (2.1)

O'é(l/, — 1/1,7’]/) = ﬁ
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dabei ist o = 6.65 x 10 2°cm? der Thomson-Streuquerschnitt und n, die Elek-
tronendichte. Der Kosinus des Streuwinkels ist durch n’ gegeben. Im Laborsystem
(Ruhesystem der Plasmascheibe) sind die Elektronen homogen und isotrop ver-
teilt und werden durch eine entsprechende Maxwell-Verteilung beschrieben:

_ 7" exp(=7/0)
4T O Ky(1/0)

f() (2.2)
wobei K5 die modifizierte Besselfunktion der zweiten Art der Ordnung 2 ist, und
v = (1 —v?)"'/2 (wir setzen hier und im folgenden ¢ = 1). Die Normierung dieser
Verteilung lautet

/d3v flv) = 47r/dvv2 flv)=1. (2.3)

Die Streufunktion im Laborsystem (ungestrichene Gréfien) kann nun erhalten
werden durch eine Lorentz—Transformation der Funktion (2.1) mit der Geschwin-
digkeit —v, Multiplikation mit der Verteilungsfunktion f(v) und Integration iiber
alle moglichen Geschwindigkeiten v. Die Streufunktion ist dann gegeben durch?

os(v = v,n,0) =

3 MNeOr /d3v f(v)

167 vz 0%
1-— 2 D D1
'{1+(1—72Tgl)}'5[7(;1—7)]’ (2:4)

wobei folgende Definitionen eingefiihrt wurden

D = 1-pv,
D1 = 1—[&1’1}. (25)

Hierbei bezeichet fi und fi; jeweils den Kosinus des Polarwinkels des Photons in
bezug auf die Elektronenrichtung. Die é—Funktion in GIl. (2.4) ist ein Ausdruck
fiir die Dopplerverschiebung der Photonenfrequenz. Die Verschiebung dieser Fre-
quenz bei einer Streuung ist gegeben durch z; = z D/D;. Das bedeutet, daf der
Energiegewinn der Photonen fiir eine Riickstreuung mit g = —1 (Elektron und
Photon antiparallel) und fi; = 1 am effektivsten ist.

2.2 Formulierung des Eigenwertproblems

Wir sind an der Situation interessiert, in der niederenergetische Strahlung (Ultra-
violett) in einer Scheibe vorhanden ist, und diese durch Streuung an Elektronen

2Siehe auch Titarchuk & Lyubarskij (1995) Gl. (2) nach Korrektur eines Tippfehlers.
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Abbildung 2.1: Definition der Koordinatenachse 7 = n,orz parallel zur Scheiben-
normalen. Die Verteilung der Elektronen erstreckt sich von 7 = —7y bis 7 = 7.
Zur Definition der Koordinaten siehe auch Abb. 2.2.

ein Potenzgesetz bei hohen Energien (Rontgenbereich) formt, wie von Shapiro
et al. (1976) und Sunyaev & Titarchuk (1980) gezeigt wurde und durch numeri-
sche Untersuchungen von Katz (1976) bestitigt wurde. Gleichung (1.9) stellt fiir
diesen Fall die allgemeine Form der Transportgleichung dar.

Bevor wir die spezielle Transportgleichung fiir dieses Problem angeben, defi-
nieren wir dessen Geometrie. Wir betrachten eine unendlich ausgedehnte Scheibe
der Dicke 2z;, die ein nicht-entartetes Gas freier Elektronen der Temperatur 75
bei einer Dichte n, enthilt. Der einzige Prozef}, der fiir den Transport der Pho-
tonen im Orts— und Impulsraum? von Bedeutung ist, ist die Compton—Streuung.
Die optische Halbdicke der Scheibe ist definiert durch 79 = onezg. Die rdumliche
Koordinate senkrecht zur Scheibe sei z, mit z = 0 in der Mittelebene. Weiterhin
definieren wir eine Variable der optischen Tiefe gemifl 7 = n.oz, die begrenzt
ist durch —75 < 7 < 7y (siehe Abb. 2.1). Der Kosinus des Winkels zwischen der
Scheibennormalen und der Photonenrichtung sei p bzw. 1, wobei der Index die
Winkel vor und nach einem Streuereignis unterscheidet. Wir bezeichnen mit 7
den Kosinus des Winkels zwischen diesen Richtungen (siehe Abb. 2.2). Fiir ei-
ne isotrope Elektronenverteilung hiingt die Phasenfunktion, welche die Anderung
der Photonenrichtung bei einer Streuung beschreibt, nur von n ab. Um diese
Phasenfunktion zu berechnen, miissen wir ein Integral iiber alle méglichen Elek-
tronenrichtungen ausfiihren. Wegen der Isotropie der Elektronen spielt die durch
die Scheibennormale ausgezeichnete Richtung bei dieser Integration keine Rolle.
Daher ist es vorteilhaft, in ein Koordinatensystem zu transformieren, in dem die
Elektronenrichtung die z—Achse definiert. Der Kosinus des Winkels zwischen der

3Bzw. Frequenzraum, siehe G1. (1.7).
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X

Abbildung 2.2: Koordinatensystem mit den Richtungen des Elektrons (e, fe, ¢e),
des auslaufenden Photons (2, i, ¢), und des einlaufenden Photons (€4, i1, ¢1 =0).
Die Bezeichnungen sind jeweils der Raumwinkel, der Polarwinkel-Kosinus und der
Azimut. Die Richtung der z—Achse ist senkrecht zur Ebene der Plasma-Scheibe.

Photonen— und Elektronenrichtung ist dann i bzw. [i;. Eine analoge Definition
wird fiir die azimutalen Winkel benutzt.

Im Energiebereich, den wir hier betrachten wollen, wird keine Strahlung in
die Scheibe injiziert oder durch Quellen erzeugt. Diese ist allein durch Streu-
ung von niederenergetischen Photonen erzeugt worden. Weiterhin brauchen wir
keine Photonenabsorption zu beriicksichtigen, so dafl wir den Quellterm Q ver-
nachléssigen kénnen. Da wir an einem stationiren Spektrum interessiert sind, bei
dem die Intensitét nicht von der Zeit abhéngt, wird die Boltzmann—Gleichung fiir
Photonentransport (Gl. 1.9) zu:

NeOT

3] 17
/LEI(V, W, T) = 0/d1/14/ dy

'[gas(yl - anvg)l(ylaulaT) - O-S(y - ylvnvg)l(yv 22 T) ) (26)
1

(vgl. Pomraning 1973). Dabei wurde beriicksichtigt, dal wegen der Symmetrie
der hier betrachteten Scheibengeometrie die spezifische Intensitét nicht vom Azi-
mut ¢ abhéngig sein kann. Die Streufunktion ist dabei durch Gl. (2.4) gegeben.
Wir stellen fest, daf der Integraloperator L(z,z) der Gl. (2.6) (unter Beriick-
sichtigung der Streufunktion 2.4) selbstdhnlich ist: L(uzi,ux) = L(zq,x) fiir
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u # 0. Daraus folgt, da} dieser ein Potenzgesetz als Eigenfunktion haben muf}
(vgl. Titarchuk & Lyubarskij 1995):

L(zy,z)zy =L (%, 1) (%) z® = L(t,1)t%z% = \z®, (2.7)

wobei im vorletzten Schritt die Integrationsvariable ¢t = x1/x eingefiihrt wurde.
Wir machen daher einen Potenzgesetz—Ansatz fiir die Frequenzabhéngigkeit der
spezifischen Intensitét:

I(v, p, 1) = J(p, 7)™ (2.8)

Setzen wir dies und GL (2.4) in Gl. (2.6) ein und fiihren wir das Integral iiber
die 0—Funktion aus, so erhalten wir

p 22T - )+ B ), (2.9)

wobei die Quellfunktion* B(u,T) wie folgt definiert ist

Blum) =2 [ dm [ 46 R T, 7). (2.10)

Die Phasenfunktion R(n) ist dabei gegeben durch

f(v) D, or 1 2
" <3> E{l +(n')°}. (2.11)

Rn) =5 [ &

Die letzten drei Gleichungen (2.9, 2.10 und 2.11) definieren zusammen mit der
Randbedingung

Jp<0,7=1)=0=J(p>0,7=—7) (2.12)

ein Integral-Eigenwertproblem. Unser Ziel ist es, dieses auf ein algebraisches Ei-
genwertproblem durch Entwicklung der spezifischen Intensitdt in Legendre— und
Tschebyscheff-Polynome zu reduzieren. Dies ist in den folgenden Abschnitten
dargestellt.

2.3 Die semi—analytische Lésungsmethode

Zunichst soll die Methode zur Umwandlung des oben definierten Eigenwertpro-
blems in eine algebraische Eigenwertgleichung zusammenfassend beschrieben wer-
den. Die Details dieser Reduktion sind in Kap. 2.4 dargestellt.

“Diese ist nicht zu verwechseln mit einer unabhiingigen Quelle Q von Photonen (siehe Ka-
pitel 1.1.1).
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Wir entwickeln die Phasenfunktion in eine Serie von Legendre—Polynomen:

M

R(n) =Y wi(a, ©)P(n). (2.13)

1=0

Die Koeffizienten w;(c, ©) kénnen im Falle kleiner Elektronentemperatur (© < 1)
als Polynome in o ausgedriickt werden, wobei die Koeffizienten dieser Polynome
Momente der Maxwell-Verteilung enthalten, welche sehr leicht numerisch berech-
net werden konnen. Im Falle hoher Elektronentemperatur (© >> 1) héngen die
Koeffizienten w;(c, ©) von der unvollstindigen I'-Funktion ab.

Der entscheidende Schritt ist nun, die spezifische Intensitét J(u,7) auch in
Legendre—Polynome beziiglich p zu entwickeln. Fiir den Halbraum 0 < p <1
schreiben wir (vgl. Gl. 2.46)

N oon+1

Ter) L = X

>
nz0 n=0

Pa(2i = 1)Q; (7). (2.14)

Nun entwickeln wir die N + 1 Koeffizienten Q;(7) in eine Reihe von Tscheby-
scheff-Polynomen. In Vektorform schreiben wir (vgl. Gl. 2.68)

Q+@7ﬂ0::QU+§;Uf—7K—TfWNQr (2.15)

Alle Entwicklungskoeflizienten werden durch einen gemeinsamen (K +1)-(N+1)
—dimensionalen Vektor représentiert:

q

a=| 1. (2.16)

qi

In Kap. 2.4 wird gezeigt, dal dadurch das Eigenwertproblem (Gln. 2.9-2.11) zu
einem homogenen linearen Gleichungssystem fiir die Elemente des Vektors g wird.
Dies kann dann numerisch sehr leicht gelst werden. Dieser Satz von Gleichungen
lautet in Matrixschreibweise (siehe Gl. 2.80):

F(a,0,7)gq = 0. (2.17)
Zun#chst muf fiir vorgegebene Werte von 75 und © die Matrix F(a, ©, 1) be-
rechnet werden. Der zugehorige Spektralindex a wird dann durch die Forderung
bestimmt, dafl die Determinante der entsprechenden Matrix verschwindet:

det[F(a)] = 0. (2.18)
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Mit Hilfe der Routine FindRoot aus Mathematica (Wolfram 1991) ist es leicht
moglich die Losungen zu finden. Aus dem Spektrum der méglichen Losungen
kann auf folgende Weise die an dieser Stelle relevante Losung gefunden werden.
Zunichst entsprechen die negativen Losungen dem Spektrum der in der Energie
reduzierten Photonen (Pozdnyakov et al. 1983), d.h. dem zur Comptonisierung
inversen Proze. Wir suchen daher hier zunichst nach Losungen mit o > 0. Au-
Berdem muf die zu der jeweiligen Losung « gehorende Intensitét J(u, 7) auf dem
gesamten Wertebereich positiv sein. Dadurch ergibt sich, daf jeweils das kleinste
positive «, welches Losung von Gl. (2.18) ist, der gesuchte Spektralindex ist. Zum
Zeitaufwand sei bemerkt, daf die Losung der nichtlinearen Gleichung (2.18) den
Hauptanteil an den numerischen Berechnungen bendtigt. Fiir eine Entwicklung
der Orts— und Winkelabhéngigkeit von J(y, 7) bis zur (z.B.) 9. Ordnung, ist g ein
100-dimensionaler Vektor und F(«) ist eine 100 x 100 Matrix. Eine Losung von
Gl. (2.18) bei dieser Dimension benétigt sowohl im relativistischen wie auch im
nicht-relativistischen Fall weniger als eine Minute auf einem 150 MHz Pentium

PC.

Fiir jeden Wert von «, welcher die Gl. (2.18) 16st, konnen die Entwicklungsko-
effizienten g und damit J(u,7) durch Losung der folgenden Gleichung gefunden
werden:

7

q=0, (2.19)

wobei F nun eine bekannte singuldre Matrix ist. Die Losung dieser Gleichung
kann mit Hilfe einer ‘singular value decomposition’ (siehe z.B. Press et al. 1992)
gefunden werden. Dadurch ist es moglich, die quadratische Matrix F in eine dia-
gonale Matrix Fp und zwei orthogonale Matrizen U und V auf folgende Weise zu
zerlegen:

||'|'|

=UF

(s
I<

(2.20)
wobei gilt

yur=1

||<

Ve, (2.21)

Sei nun das i-te Element der Diagonalmatrix Fp gleich Null und €&; der entspre-
chende Einheitsvektor, so folgt aus Gl. (2.20) dann

7
1<
>

=UFpé=0. (2.22)
Das bedeutet, daf die i-te Spalte von V einen Losungsvektor g der Gl. (2.19)
darstellt. Innerhalb von Mathematica liefert die Routine SingularValues die
Zerlegung von F und somit deren vollstindigen Nullraum. Der Losungsvektor
q ergibt eingesetzt in Gl. (2.15) die Koeffizienten Q*(7/7). Diese liefern dann
gemif Gl. (2.14) die Intensitét J(u, 7).
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2.4 Reduktion der Boltzmann—Gleichung zu ei-
nem algebraischen Eigenwertproblem

Um die Boltzmann—Gleichung in ein algebraisches Eigenwertproblem zu iiber-
fiihren, entwickeln wir die Phasenfunktion R(7n) und die spezifische Intensitét
J(u,7) in Legendre— und Tschebyscheff-Polynome.

Zunéchst entwickeln wir die Phasenfunktion:
M
R(n) = Y wi(a, ©)Pi(n). (2.23)
i=0

Die Normierung der Legendre-Polynome, die die Winkelabhéngigkeit von R(7)
beschreiben, lautet

2
= 5.
2i+1 Y

| P Py(n)dn

-1

(2.24)

Diese Polynome erfiillen ein Additionstheorem (siehe z.B. Landau & Lifschitz
1988, Gl. (c.10)):

Pn) = R(pwh(u) (2.25)

+ 3 282 o) ) cosom(6 - 1)

— (l-l—m)' 1 \p) L 1))>
wobei ¢, 4 = cos@ und ¢, 4y = cosf; zwei Richtungen definieren, und
v = arccosn der Winkel zwischen diesen Richtungen ist. Nach Integration

iiber den Azimut kann dann Gl. (2.23) geschrieben werden als Produkt zwei-
er Legendre-Polynome, die jeweils vom Kosinus des Photonenwinkels mit der
z—Achse abhingig ist:

- [ Rpdo = Y- wile, ©) P Pilyn) = K (1 ). (2.26)

Um die Koeffizienten w;(«, ©) fiir eine gegebene Temperatur © zu berechnen,
miissen wir das Integral iiber die Elektronengeschwindigkeit v ausfiihren. Dies ist
moglich im Grenzfall hoher oder niedriger Plasmatemperatur. In diesen Féllen
kann der Integrand der Phasenfunktion in eine Taylorreihe entwickelt werden.
Dies ist in Kap. 2.4.1 fiir den nicht relativistischen Fall, und in Kap. 2.4.2 fiir den
relativistischen Fall gezeigt.

Die Entwicklung der Orts— und Winkelabhéingigkeit von J(u, 7) in Legendre—
und Tschebyscheff-Polynome ist in Kap. 2.4.3 und 2.4.4 dargestellt.
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2.4.1 Entwicklung der Phasenfunktion fiir © <« 1

Fiir kleine Plasmatemperaturen ist die Verteilungsfunktion f(v) stark zugespitzt
bei v <« 1. Der Hauptbeitrag zum Integral iiber die Elektronengeschwindigkeit
kommt dann von der Region kleiner Geschwindigkeiten. Daher kann man den
Integranden (préziser: den Faktor von f(v) des Integranden) in eine Taylorreihe
um v = 0 mit Koeffizienten a; entwickeln:

1 _ va)a+1
_ 3
) = 3 0 e

1—n 2
.{1 + (1 - 72(1 — ﬂv)(l — ,l~1/1’U)) }
L
- /devdﬁl dge f(v) D aile, ji(n, fir, §e), jin, m) v*
=0

= ;wi(a, ©)Fi(n) - (2.27)

Wir wihlen die z—Achse als Richtung des einlaufenden Photons. Der Kosinus des
Polarwinkels der Elektronenrichtung ist dann fi; und der Azimut der Elektronen-
richtung ist ¢.. Wir wihlen dabei die Orientierung des Koordinatensystems so,
dal der Azimut des auslaufenden Photons verschwindet. Der Kosinus des Win-
kels zwischen auslaufendem Photon und Elektron ist fi. Gleichung (2.25) ergibt
dann fiir [ = 1 die Beziehung

A, i, &,) = nfir + /1= 0?1 - i cos . (2.28)

Durch diese Wahl des Koordinatensystems wird die Integration iiber die Elek-
tronenrichtung (dfi; d@e) elementar. Die verbleibende Integration iiber die Elek-
tronengeschwindigkeit kann durch Momente der Verteilungsfunktion f(v) ausge-
driickt werden, welche sehr einfach numerisch zu berechnen sind:

1

(V%) = 47r/f(v)vk+2 dv. (2.29)

0

Die Normierung von f(v) gibt (v°) = 1. Fiir nicht-relativistische Plasmatempe-
raturen ist das mittlere Geschwindigkeitsquadrat gegeben durch (v?) = 30. Die
notwendige Ordnung der Entwicklung hingt nicht nur von der gewihlten Plasma-
temperatur ab, sondern auch von dem (zunéchst unbestimmten) Spektralindex .
Fiir eine ausreichende Konvergenz der Entwicklung in allen weiter unten disku-
tierten Féllen ist eine Entwicklung des Faktors von f(v) im Integranden von R(n)
bis zur 16. Ordnung in v notwendig. Da selbst das Endergebnis von Gl. (2.27)
in dieser Ordnung 686 Terme in vollstdndig ausmultiplizierter Form beziiglich 7
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und « besitzt, bietet sich eine Berechnung mit Hilfe von Mathematica (siehe z.B.
Wolfram 1991) an.> Numerisch zu berechnen sind dann die Momente (v¥) fiir
die Ordnungen k£ = 0,2,4,...,16. Die ungeraden Momente verschwinden durch
die Winkelintegration. Durch Umordnen der Terme erreicht man die gewiinsch-
te Darstellung von R(n) als Entwicklung in Legendre—Polynome. Die maximale
Ordnung in 7 ist gegeben durch M = L/2+ 2. Man hat natiirlich die Méglichkeit
die Reihe bei M < L/2 + 2 abzuschneiden, ohne die Entwicklung beziiglich v zu
beeinflussen. Da die Entwicklung, wie oben erwahnt, fiir L = 16 sehr viele Terme
enthélt, sei hier nur das Ergebnis fiir eine Entwicklung bis L = 6 angegeben. Die
Koeffizienten lauten dann:

(v')

wo(a,®) = 1+ L (a?+3a) + =% (o +3a)(7a? + 21a + 22)

3 150
6
+§11)5i) (0 + 3a)(11a* + 66a° + 23902 + 420a + 314)
2 <U4> 4 3 2
wi(o, ®) = ~: (v?) (a* +3a+1) — o5 (2a* + 12a° 4 21a” 4+ 9a + 6)
6
—% (170° +1530° + 6150 + 139502 + 16640° + 780 + 276),
1 2 4
wy(a, ®) = 5+ <UT> (& 4+ 3a— 6) + g’Tg (10a* + 600 + 5502 — 105 + 78)
6
+% (23a® + 207a° + 665a" + 8850a° + 371a* — THa + 486),
2 4
wsy(@,®) = —<11)—0> (a—1)(a+4) - % (@ —1D)(a+4)(a®+3a—7)
6
—9<Z5é (a — 1) (o + 4)(23a* + 1380 + 1030 — 3122+ 9),
(v*)
wi(,®) = 175 (a—1)(a—2)(a+4)(a+5)
(v°) 2
+1225 (a—1)(a—2)(a+4)(a+5)(a” + 3a—6),
(v°)
ws(a,®) = ~%61E (a—1)(a—2)(a—3)(a+4)(a+5)(a+6). (2.30)

5Um die Fihigkeiten von Mathematica auf einem Pentium PC nicht um ein vielfaches zu
iiberfordern, ist es allerdings notwendig, die Entwicklung und Integration in Schritten aus-
zufithren. Zum einen ist es nétig, den Integranden in multiplikative Terme zu zerlegen, die
zunichst einzeln bis zur gewiinschten Ordnung entwickelt werden, um die Komplexitit des
Zwischenergebnisses niedrig zu halten. Weiterhin kann man ausnutzen, dafl die Integration
J i(n, fir, ée)k dé. fiir jedes k nur einmal ausgefiihrt werden braucht, wenn das Ergebnis dann
in der Entwicklung substituiert wird.
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In dem Fall sehr kleiner Elektronentemperatur und ausreichend kleinem Spek-
tralindex (© < 1 und o < 1) konvergiert die Reihe beziiglich v (Gl. 2.27) sehr
schnell. Wenn wir die Entwicklung bei (z.B.) L = 2 abschneiden kénnen, so lautet
der isotrope Anteil der Gl. (2.26)

wola,®) =140 (a? + 3a), (2.31)

in Ubereinstimmung mit G1. (18) aus Titarchuk & Lyubarskij (1995).

2.4.2 Entwicklung der Phasenfunktion fiir © > 1

Im relativistischen Grenzfall wihlen wir einen etwas anderen Weg zur Entwick-
lung der Phasenfunktion.” Wir haben den Integranden an der Stelle v = 1 zu
entwickeln, an der dieser singulér ist. Unter Ausnutzung der Orthogonalitit der
Legendre—Polynome kann GI. (2.23) invertiert werden:

wila, 2” ! /R (2.32)

wobei dQ = dn dq;, mit dem Azimut q~5 des auslaufenden Photons relativ zum
einlaufenden, welches die z—Achse definiert. In diesem Bezugssystem ist das
dreidimensionale Geschwindigkeitselement der Elektronen gegeben durch d®v =
v2dv dQe. Unter Ausnutzung der Definition der Phasenfunktion kann man dann
die Entwicklungskoeffizienten schreiben als

1
wi(a, ®) = 37

> Wila, ), (2.33)

o f(V) .
v

mit dem von der Temperatur unabhingigen Kern

alo) = o [(F) 50+ R, (230

Man kann nun zu einer anderen Integrationsachse iibergehen, so dafi in diesem Ko-
ordinatensystem die Elektronenrichtung die z—Achse wird. Dies wird ausgedriickt
durch dQdQ. = dQdQ;. Mit dieser Wahl des Koordinatensystems ist es sehr
leicht, eine Lorentz—Transformation in das Elektronenruhesystem durchzufiihren
(Groflen in diesem System seien durch Striche gekennzeichnet). Der Azimut des

6Gleichung (A16) sollte lauten: Cp = 37 {1 + [a(a +3)+ 6] }.

"Die im nachfolgenden beschriebene Vorgehenswelse ist natiirlich auch auf den Fall ©® < 1
(Kap. 2.4.1) iibertragbar.
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ein— sowie auslaufenden Photons dndert sich nicht, wihrend der Winkel zwischen
Photon— und Transformationsrichtung bestimmt wird durch die Gleichung

B+
1+oi’

(2.35)

=

Der differentielle Raumwinkel transformiert geméf
sy’

dl= ———.
P+ o)

(2.36)

Diese Transformationen fiihren zu

2 1
o)) = g [ A 4 dd g,

%{ FOP RO, (23)

wobei das Argument des Legendre—Polynoms noch ersetzt werden mufl durch
1 1—n
VA +op)(1+ o)
Diese Integrale sind von elementarer Natur und auch in Integraltafeln nachzu-
schlagen. Mit Hilfe von Mathematica kann man sehr schnell die Losungen finden.
Die vollstéindigen Losungen fiir 4 = 0,1, 2,3 sind im Anhang B dargestellt. (siehe
auch Titarchuk & Lyubarskij 1995, Gln. A10-A15, fiir : = 0). Im Grenzfall v — 1

divergieren diese Losungen. Daher bestimmen wir die fiihrende Ordnung dieser
Divergenz in 7. Separieren wir noch einen y—-abhingigen Faktor gemifl

wila, ) = (29)**** @i(a), (2.39)

so erhalten wir fiir GL. (2.37) in fiihrender Ordnung jeweils

y = (2.38)

. ala+3)+4

“(@) = GIDe+22as3)’ (2.40)
. B ala+3)+4
ofe) = -3 (a+2)2(a+ 3)2’
. . ale+3)+4
Gla) = ba (a+2)2(a+3)2(a+4)’
ala+3)+4

Gafe) = Toll =) e 1 3% (a + (a1 5)

Der isotrope Anteil &g (a, ) ist wiederum in Ubereinstimmung mit Titarchuk &
Lyubarskij (1995), Gl. (A17).
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Wir kénnen den gesamten Integranden von Gl. (2.33) in eine Reihe um v =1
entwickeln. Unter Benutzung der Relation

= 1 — 1—J;+ )dy (2.41)
272
wird Gl (2.33) im Grenzfall 1/*)/ — 0 zu:
, _ 3 _ 2a+2 _
w(@,0) = g 1/@ /d7 (1 2"+ exp(— ) . (2.42)

Dieses Integral kann man durch die unvollstindige ['~Funktion® ausdriicken. Da-
mit schreiben sich die Koeffizienten w;(a, ©):

(20)* . 2 1
R.1/6) @i(a)[© [(20+3,5)

Zusammen mit den Gln. (2.40) definiert dieser Ausdruck die Entwicklungskoef-
fizienten (fiir ¢ = 0,1,2,3) der Phasenfunktion fiir hohe Plasmatemperaturen.
(Vergleiche fiir 4 = 0 mit Titarchuk & Lyubarskij 1995 GL. [19]°.)

wi(e,0) = 329 —%1‘(2a+1,%)]. (2.43)

2.4.3 Die Winkelabhiingigkeit von J(u, 7)

Die Winkelabhiéingigkeit der Intensitdt J(u,7) kann in Form von Legendre-
Polynomen mit 7—abhingigen Koeffizienten ausgedriickt werden. Durch die Sym-
metrie der Randbedingungen ist J(u,7) durch den Halbraum 0 < p < 1 und
—7o < 7 < 79 eindeutig bestimmt. Die Intensitdt in dem anderen Halbraum ist
dann gegeben durch

J(—p,7) = J(p, —7) . (2.44)

Unter Beriicksichtigung der Orthogonalititsrelation der Legendre-Polynome auf
dem Intervall (z.B.) 0 < u <1

1
1
O/Pn 2u — 1)Pe(20 — 1)dp = T 1(5nk, (2.45)
entwickeln wir die Intensitit wie folgt
N oon+1 _
I (1, T)\MSO = ngo 5 Pau+ 1)Q5 (7).
N 2n+1 N
T by = Xy Pal2n =110, (2.46)
- n=0

8T(z,a) := [ "7~ tetdt
9Fiir ©® > 1 kann der zweite Term in der Klammer von Gl. (2.43) vernachlissigt werden.
AuBlerdem gilt T'(2a+3,1/0) ~ T'(2a+ 3) = 2(a+ 1)T'(2a + 2). Weiterhin: 202 /K5(1/0) ~ 1.
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Wir definieren nun die Variablen & und ¢ geméaf

C = 2:“’ + 1|u<0 )
£ = 2u—1],5- (2.47)

Die Umkehrung der Gln. (2.46) kann man schreiben als

Q) = [IE5 DR,

2
0 = [1EE P, (2.48)

Wegen P, (u) = (—1)"P,(—pu) wird die Symmetriebedingung (Gl. 2.44) zu

Q. (1) = (-1)"Qy (=7). (2.49)

Es ist niitzlich, den Kern K (u, 1) (Gl 2.26) zu transformieren und ihn in zwei
Teile fiir uy < 0 und p; > 0 aufzuspalten. Zunéchst kann man den Kern auf
folgende Weise schreiben

K (p; n) = P(p) w(a, ©) P(p), (2.50)

wobei w(w, ©) eine M + 1-dimensionale Matrix mit Diagonalelementen w;(c, ©)
ist, und P(u) ist ein Vektor derselben Dimension. Sei nun W eine Matrix, die die
Legendre—Polynome wie folgt transformiert!®

P2y —1) =W P(u). (2.51)
Fiir p4; > 0 kann man nun schreiben
w(@,0) P(u) = w(a, ©) W™ W P(yn)
=: w'(e,0) P(2u; — 1), (2.52)

mit einer M + 1-dimensionalen nicht-diagonalen Matrix w'(a, ©). Eine analoge
Transformation fiir den Bereich p; < 0 fithrt auf

K(pm) = Pp)|w'(a,©) P2 — 1) H(p)
+w (0, 0) P21 + 1) H(—pm) |, (2.53)
mit der Heaviside—Funktion:

1 >0

0Die Matrix W erhélt man aus Gleichung (2.51), indem man die Vektoren P(u;) und
P(2u; — 1) in der gemeinsamen Basis (1, u, u2, ..., u™) ausdriickt und die Matrix der Ko-
effizienten von P(u,) invertiert.

(2.54)
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Die Quellfunktion B(u,7) (Gl 2.10) wird unter dieser Transformation und Be-
nutzung von Gl. (2.48) (und Unterdriickung der Abhéngigkeit von w® von o und
©) zu

B(u,m) = {[P()w* Q7 (7) + Pln)w Q (). (259

Setzen wir dies in die Boltzmann—Gleichung (2.9) ein, ersetzen & = 2u — 1 fiir
w > 0, multiplizieren mit P, (£) und integrieren iiber £ von —1 bis 1, so erhalten
wir

or 2

-1

2 [aes it = — [aerieatE

Z_/ldgpk N +u ). (250

ukl'—k

Die Indizes i, j, k£ laufen von 0 bis N. Im Fall N > M sind die Matrixelemente
von w;; und w;; identisch 0 fiir 4,7 > M. Im Fall N < M tragen nur die Ma-
trixelemente mit 7,7 < N bei. In beiden Féllen sind also die Matrizen formal
N + 1-dimensional. Unter Benutzung der Rekursionsbeziehung der Legendre—
Polynome

k kE+1

Y] Py 1(8) + %1 Pry1(8) (2.57)

EP(€) =
kann man die linke Seite der Gleichung (2.56) in Form einer tridiagonalen Matrix

schreiben, deren Elemente folgendermafien definiert sind

k+1
2k +1

Ok 41 + Ot + Oki—1 - (2.58)

k
Ly =
M= or+1

Weiterhin definieren wir eine Matrix mit den Elementen

-1 / a Pt (2:59)

Unter Benutzung dieser Definitionen und nochmals Gl. (2.48) wird Gl. (2.56) zu

> 200 = 91w+ 3 SulwbQf () +usQr (). (260

1=0 3,j=0

Mit der Definition der Diagonalmatrix

Ejm = (_1)j Ojm (2.61)
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und unter Beriicksichtigung der Symmetriebedingung (2.49) kann man nun
Gl. (2.60) in Matrixform schreiben:

2280 _ Qi) +51eT QM) + wTEQT(-T)].  (262)

Dies kann noch etwas kiirzer ausgedriickt werden. Mit den Definitionen

M = —21+Swt,
M := SwE, (2.63)

kann die Boltzmann—-Gleichung geschrieben werden als

+

Z 8Qa7_(’f) - M Q+(7‘) + M Q+(—7') , (2.64)
und représentiert ein System von N + 1 gekoppelten Differentialgleichungen.
Fiir eine gegebene Plasmatemperatur im nicht-relativistischen Bereich (0 <« 1)
miissen die Momente (v*) bis zu k¥ = L berechnet werden. Die Matrixelemente
von M und M sind dann Polynome in o mit maximaler Ordnung L. Im Falle
hoher Plasmatemperaturen (© > 1) hingen die Matrixelemente von M und M
von der unvollstindigen I'-Funktion ab (siehe Gl. 2.43).

2.4.4 Die Ortsabhiingigkeit von J(u,7)

Gleichung (2.64) ist ein System gekoppelter Differentialgleichungen fiir die N + 1
Entwicklungskoeffizienten der Intensitdt J(u,7), welche die 7—Abhéngigkeit be-
schreiben. Entwickelt man nun diese Koeffizienten selbst in eine Reihe, so redu-
ziert sich das Gleichungssystem zu einem algebraischen Eigenwertproblem. Ein
Unterschied zu der Behandlung der Winkelabhingigkeit ist, dafl wir die Rand-
bedingung beriicksichtigen miissen, nach der keine Strahlung von auflen in die
Scheibe eintritt:

J(u, TO)\M =0=J(y, —TO)\M. (2.65)
An dieser Stelle fiihren wir eine neue Variable fiir die optische Tiefe ein:
T
y(r) = —. (2.66)
To

Unter Benutzung dieser Transformation und Gl. (2.46) stellt die Randbedingung
folgende Forderung an die Entwicklungskoeffizienten:

QF(-1)=0=Q(1). (2.67)
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Wir wihlen eine Entwicklung von @ in Tschebyscheff-Polynome gemif

QT (y)=qo+ 2[1 - Ti(-y)la:, (2.68)

wobei Q~ (y) gegeben ist durch die Symmetriebedingung (2.49). Die Randbedin-
gung liefert dann g¢ = 0. Setzt man dies in Gl. (2.64) ein, so erhélt man

- i(—l)”l—ag;y)zqi = i[M +M]q

70 =1

+ Z T;(y)[(=1)"*'M — M] g; . (2.69)

Nach Multiplikation mit 7}(y)/+/1 — y? und Integration iiber y von —1 bis 1 wird
dies zu

K . 1 T} i’TZ K 1 ~
12(_1)z+1/dyw Z/ \/IL[MHV'] a

(2.70)

Dies ist eine Vektorgleichung mit K x K Matrizen, definiert durch die Integrale
iiber die Tschebyscheff-Polynome. Wir bezeichnen diese Matrizen mit

1 T, T
(Ta)ji = /dy (yi_yz(y),
_ [ L)L)
(To)si = / dy ==
[ Ty
(Tw)ji = /dywa
(Et)zk = (—1)Z+15ik. (271)

Die Matrixelemente konnen mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen fiir Tscheby-
scheff-Polynome leicht berechnet werden:

OO BT
/dym{w/z 2;;7:68 | (2.72)
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Die Relation fiir die Ableitung lautet

dTi(y)  —iyTily) +iTia(y)

= , 2.73
dy (1-19?) (2.73)

und die Rekursionsrelation ist
Tiva(y) =2y Ti(y) — Ti1(y) - (2.74)

Die Randbedingung gy, = 0 ist in den obigen Gleichungen nicht explizit ent-
halten, sie muf} ,per Hand“ in Gl. (2.70) eingefiihrt werden. Dies kann geschehen
durch Erweiterung der Gleichungen zu 4,5 = 0,..., K und Addition der Glei-
chungen

K
> Ciiai=0, (2.75)
=0
mit
_J1 : j=K und =0
(Cji = { 0 : sonst . (2.76)

Alle anderen Matrizen miissen fiir j = K zu 0 gesetzt werden. Die Matrizen sind
dann gegeben durch

(Ta)ji 0 : sonst |,

{Mr : 1>7 und 74 j = ungerade
0 : i#j oder j=K

(To)ji = S m/2 : i=j#0 und j#K

T o1=75=0 |,

™ 7=0

(Tn)ji = { 0 : sonst . (2.77)
Es ist niitzlich, die Gl. (2.70) in einer iibersichtlicheren Weise zu schreiben. Es
ist eine Vektorgleichung, in der die Elemente selbst wieder Vektoren sind, welche
mit Matrizen multipliziert werden. Diese Form der Matrixmultiplikation ist das
duflere Produkt, welches mit ® bezeichnet wird. Die K + 1 Vektoren der Dimen-
sion N +1 konnen als ein gemeinsamer Vektor im (K +1)- (N +1)-dimensionalen
Produktraum geschrieben werden:

q,

q:= q_l : (2.78)

dg
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Dieser Vektor g enthélt alle Koeffizienten der Winkel- und Ortsentwicklung von
J(u, 7). Gleichung (2.70) kann somit geschrieben werden als

1 y
[T—(EtTd)®Z]g = [CRT1+T,®(M+M)
0
+(ETo)®M - T,®M]q. (2.79)

Wir bezeichnen die Matrix der linken Seite, welche von keinem Parameter
abhéngt, mit A := (E; Tq) ® Z, und die Matrix der rechten Seite, welche von
a und © abhingt (durch w*(a, ©) in M und M), mit D(e, ©). Gleichung (2.79)
wird mit diesen Definitionen zu

[%A - D(e,0)]q = F(a,0,7) g = 0. (2.80)

Dies definiert ein algebraisches Eigenwertproblem fiir alle Entwicklungskoeffizi-
enten q.
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2.5 Ergebnisse

2.5.1 Der Spektralindex

Der Spektralindex o der comptonisierten Strahlung fiir eine Temperatur in den
Bereichen © <« 1 oder © > 1 und beliebiger optischer Tiefe 27y, kann durch
Losung der Gl. (2.18) gefunden werden.

Es ist zu beachten, dafl der Spektralindex der Exponent der v—abhingigen
Funktionen D und D; in der Phasenfunktion ist. Fiir nicht-relativistische Plas-
matemperaturen kann der Spektralindex wesentlich grofier als 1 sein. In diesem
Fall kann eine hohe Genauigkeit (besser als 1%) nur erreicht werden, wenn die
Taylorentwicklung der Phasenfunktion in v bis zu sehr hoher Ordnung ausgefiihrt
wird (L = 16 in GlL. 2.27). Diese Entwicklung wird repréasentiert durch eine Ent-
wicklung bis zur 10. Ordnung in n (M = 10 in GI. 2.27). Andererseits ist der Spek-
tralindex im relativistischen Fall sehr viel geringer, so dafl wir nur die fiihrende
Ordnung der Phasenfunktion—Entwicklungskoeffizienten w;(«, ©®) beziiglich des
kleinen Parameters 1/ beriicksichtigen miissen. Die ersten vier Koeffizienten der
Gl. (2.26) sind dann gegeben durch die Gln. (2.40), zusammen mit der Gl. (2.43).
Der Spektralindex ist nicht abhéngig von der Entwicklung der x4 und 7 Abhéngig-
keit der Intensitit J(u, 7). Es ist mehr als ausreichend, N = 10 in GL. (2.46) und
K =10 in Gl (2.68) zu wihlen. Die Ergebnisse sind angegeben fiir eine Plasma-
temperatur © = k7T, /m, von 0.01, 0.05, 0.1 und 0.15 im nicht-relativistischen
Bereich. (Dies entspricht einer Temperatur k57T, von etwa 5 keV, 26 keV, 51 keV
und 77 keV). Im relativistischen Bereich sind Ergebnisse angegeben fiir © = 3.0,
4.0, 8.0 und 10.0 (was einer Temperatur k7T, von etwa 1.5 MeV, 2 MeV, 4 MeV
und 5 MeV entspricht). Abbildung 2.3 zeigt den Spektralindex « iiber der op-
tischen Tiefe 7 fiir die Entwicklungsparameter, die oben angegeben wurden (L,
M, N und K).

Die Werte von « sind in guter Ubereinstimmung mit Titarchuk & Lyubars-
kij (1995). Diese Autoren haben angenommen, daf§ die Quellfunktion B(u, )
(GI. 2.10) isotrop ist, also tatséchlich gar nicht von p abhiéingt. Das ist sicherlich
eine gute Naherung fiir 7y > 1, was in diesem Fall auf eine ebenfalls annihernd
isotrope Intensitdt fithrt (siehe Kap. 2.5.2). Um diese Einschrinkung fallen zu
lassen, sollten wegen der intrinsischen 1+ (1')? Abhéngigkeit des Thomson—
Streuquerschnitts mindestens die ersten drei Entwicklungskoeffizienten der Pha-
senfunktion (M =0, 1, 2) beriicksichtigt werden. Insbesondere wenn J(u, 7) sehr
anisotrop ist (was der Fall ist fiir 7o < 1) héngt die Quellfunktion B(u, ) von den
hoheren Entwicklungskoeffizienten ab, was eine Anisotropie von B(u, T) bedeutet.
Zum Beispiel wird fiir 79 = 0.05 und © = 0.1 die Anisotropie der Quellfunktion
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an der Scheibenoberfliche

B(u = 0,7 = 0.05)
B(p =1, = 0.05)

=23, (2.81)

Die Sensitivitdt von « auf die Winkelabhéingigkeit der Quellfunktion ist allerdings
nicht sehr stark und kann durch Mitnahme der ersten vier Legendre-Polynome
(M = 3in GI. 2.27) ausreichend beriicksichtigt werden. Dies ist in Tabelle 2.1 fiir
7o = 0.2, 1.0 und 2.0 verdeutlicht (siehe auch Tabelle 1 in Gieseler & Kirk 1997b).
Es ist zu beachten, daf} selbst fiir einen Wert von o = 1.33 die Taylorentwicklung
in v bis zu sehr hoher Ordnung ausgefiihrt werden muf} (hier: L = 16). Dies gilt
unabhingig von den gewihlten Werten fiir M.

Titarchuk & Lyubarskij (1995) haben zunéchst Formeln angegeben, die giiltig
sind fiir 79 < 1 bzw. 79 > 1 und © < 1 bzw. © > 1 (siehe dort die Gln. 13,
[14]", [18]'? und [19]'® zusammen mit der Eigenwertgleichung 12). Fiir den nicht—
relativistischen Bereich gilt dort der Gleichungssatz (12), (13) und (18). Dieser
liefert z.B. fiir © = 0.1 und 75 = 50, a = 0.001068, wihrend die hier dargestellte
Methode oo = 0.001060 liefert. Dies unterscheidet sich um weniger als 1%. Es ist
allerdings zu bemerken, dafi Gl. (18) eine Entwicklung in v bis zur ersten Ordnung
ist und daher, wie oben diskutiert, signifikant verschiedene Werte fiir « zu den
oben angegebenen liefert, falls o & 1 ist. Titarchuk & Lyubarskij (1995) haben
auflerdem die Interpolationsformeln (17) und (21) angegeben. Gleichung (21) un-
terscheidet sich fiir © < 1 signifikant von Gl. (18), da dann « & 1 gilt, jedoch ist
damit (bzw. mit Gl. 24) die Diskrepanz zu den hier in der Tab. 2.1 oder Abb. 2.3
angegebenen Werten fiir « iiber weite Bereiche nicht grofier als 10%.

" Gleichung (14) sollte lauten: A = exp(—f) = 791n(1.258/79), da aus Gl. (11) mit By(r) =
const und 79 < 1 folgt: A = 379/2 — y710 — 79 In(279), wobei v = 0.5772 die Eulersche Konstante
ist.

12ygl. Gl. (2.31).

13ygl. Gl. (2.43) fiir i = 0.
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0= FoTe To M o
Me

0.15 0.2 0 1.37
0.15 0.2 1 1.34
0.15 0.2 2 1.33
0.15 0.2 3 1.33
0.15 1.0 0 0.480
0.15 1.0 1 0.462
0.15 1.0 2 0.460
0.15 1.0 3 0.460
0.15 2.0 0 0.222
0.15 2.0 1 0.212
0.15 2.0 2 0.212
3.0 0.2 0 0.220
3.0 0.2 1 0.212
3.0 0.2 2 0.211
3.0 0.2 3 0.211
3.0 1.0 0 0.0609
3.0 1.0 1 0.0544
3.0 1.0 2 0.0543
3.0 1.0 3 0.0543
3.0 2.0 0 0.0257
3.0 2.0 1 0.0218
3.0 2.0 2 0.0218

Tabelle 2.1: Spektralindex « fiir zwei Plasmatemperaturen und verschiedene Ent-
wicklungsparameter M der Quellfunktion B(u,7) und fiir optische Halb—Tiefen
To = 0.2, 1.0 und 2.0.
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Abbildung 2.3: Spektralindex « iiber optische Tiefe 7y fiir nicht-relativistische
und relativistische Plasmatemperaturen © = k5T, /me.
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Abbildung 2.4: Winkelabhéngigkeit der spezifischen Intensitit J(u,7) fiir eine
optische Tiefe von 27y = 0.1. Die Intensitit an der Oberfliche der Scheibe
ist gegeben durch 7/7y = 1.0. Die Anisotropie der integrierten Intensitét ist
A(ro) = (J) — JL)/(J; + J.) = 0.82 £ 0.03 fiir einen groBen Temperaturbereich.
(Entwicklung bis N =16 und K = 10).

2.5.2 Die Winkelabhingigkeit

Wie in Kap. 2.3 beschrieben wurde, erhilt man durch eine ‘singular value de-
composition’ der Matrix F die Intensitét J(u,7) in Form eines Polynoms der
Ordnung K in 7/75, und der Ordnung N in p. Fiir die hier dargestellten und dis-
kutierten Abbildungen der Intensitdt wéhlen wir eine Temperatur von kz7T, = 5
keV, bzw. © = kyT,/me = 5/511 sowie die Entwicklungsparameter L = 16 und
M = 6 (siehe Gl. 2.27) fiir die Darstellung der Phasenfunktion. Die fiir eine Kon-
vergenz notwendige Entwicklungstiefe der Orts— und Winkelabhéngigkeit (K und
N) mu8 fiir verschiedene optische Tiefen 7y speziell gewihlt werden (siehe die Be-
schreibungen zu den Abbildungen). Die Verteilungen der Abb. 2.4-2.6 zeigen die
Intensitdt J(u,7), normiert auf die parallel zur Oberfliche gerichtete Intensitit
in der Mitte der Scheibe: J(0,0).

Da wir insbesondere an nicht-isotropen Intensitéitsverteilungen interessiert
sind, definieren wir ein Ma$ fiir die Anisotropie von J(u, 7). Zunichst sei J,(7)
und J, (7) die iiber einen kleinen Winkelbereich Ay = 0.1 integrierte Intensitét
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Abbildung 2.5: Winkelabhéngigkeit der spezifischen Intensitit J(u,7) fiir eine
optische Tiefe von 27y = 0.4. Die Intensitit an der Oberfliche der Scheibe
ist gegeben durch 7/7y = 1.0. Die Anisotropie der integrierten Intensitét ist
A(ro) = (J) — JL)/(Jy + JL) = 0.47 £ 0.03 fiir einen groBen Temperaturbereich.
(Entwicklung bis N = 12 und K = 14).

parallel und senkrecht zur Scheibenoberfliche:!*
0.1
W) = [dud(ur)
0

Jo (1) = /d,uJ(,u,T). (2.82)

Damit definieren wir nun die Anisotropie'® A, welche 0 ist fiir eine isotrope Inten-
sitdt, und 1 fiir eine extrem in Richtung Scheibenoberfliche fokussierte Intensitét:

A(rg) = Jy (7o) = J.(70)

= () + () (2:83)

Bei einer optischen Tiefe in der Grélenordnung 1 (27 ~ 1) ist diese Anisotropie
ungefihr 0 (siehe Abb. 2.6). Fiir kleinere Werte von 75 kann A(7y) sehr nahe
an 1 sein, wie in Abb. 2.4 gezeigt, in der J(u, 7) fiir 279 = 0.1 dargestellt ist. Fiir

Dijese GroBen sind quasi unabhiingig von Randeffekten, die bei einem sehr steilen Verlauf
von J(u, ) auftreten kénnen.
15Tn Analogie zur Vorwirts-Riickwérts—Asymmetrie der elektroschwachen Wechselwirkung.
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Abbildung 2.6: Winkelabhéngigkeit der spezifischen Intensitit J(u,7) fiir eine
optische Tiefe von 27y = 1.0. Die Intensitit an der Oberfliche der Scheibe
ist gegeben durch 7/7y = 1.0. Die Anisotropie der integrierten Intensitét ist
A(ro) = (J) — JL)/(J; + J.) = 0.08 £ 0.02 fiir einen groBen Temperaturbereich.
(Entwicklung bis N = 8 und K = 16).

279 = 0.06 erhélt man A(ry) = 0.88 £ 0.03 (siehe Gieseler & Kirk 1997c). Die
Randbedingung liefert J(u,7 = —79) = 0 fiir 0 < g < 1 (keine Strahlung im
Frequenzbereich des Potenzgesetzes dringt von aufien in die Scheibe ein), siehe
die gestrichelte Linie. Die gepunktete Linie zeigt die Intensitéit in der Mittele-
bene der Scheibe (7 = 0), wihrend die durchgezogene Linie gegeben ist durch
J(u, T = 10) und die Intensitdt an der Scheibenoberfliche darstellt. Die normierte
spezifische Intensitét ist quasi unabhéingig von der Plasmatemperatur. Wie von
Titarchuk & Lyubarskij (1995) gezeigt wurde, ist im Falle einer exakt isotro-
pen Quellfunktion die Elektronenenergie vollig unabhéngig von den rdumlichen
Variablen des Photons. Dies erméglichte den o.g. Autoren das Aufstellen der
nur von der Elektronentemperatur, dem Spektralindex und der optischen Tiefe
abhingigen Eigenwertgleichung (11). Allerdings hat (wie in Kap. 2.5.1 diskutiert
wurde) die Quellfunktion eine Winkelabhéngigkeit, was zu einer Kopplung der
Winkelverteilung der Photonen und der Plasmatemperatur fithrt. Die Variation
der Winkelverteilungen in Abhéngigkeit von © ist jedoch nicht sehr stark. Diese
ist in Form eines Fehlers in der Anisotropie ausgedriickt. Die obere Grenze ist
giiltig fiir © = 0.01, wihrend die untere Grenze fiir © = 100 berechnet wurde.

Selbst fiir eine moderat kleine optische Tiefe von 27y = 0.1 (sieche Abb. 2.4)
ist die Anisotropie A(r) = 0.82 & 0.03. Dies bedeutet, dafl die Intensitit in dem
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Intervall 0 < p < 0.1 parallel zur Scheibenoberfliche um einen Faktor von etwa
10 hoher ist, als die entsprechende Intensitéit im Intervall 0.9 < p < 1 senkrecht
zur Oberfliche. Fiir eine kleinere Winkelauflosung (kleineres Intervall Ap) ist
dieser Faktor sogar noch grofer.

Der Grund fiir diese hohe Anisotropie ist der folgende: Die Photonen, welche
zum Potenzgesetz—Teil des Spektrums beitragen, miissen oft an Elektronen ge-
streut werden, um diese Energie zu erreichen. Der Energiegewinn ist maximal fiir
eine Reflexion der Photonen (Af = 180°). Das bedeutet, dal gerade die Photo-
nen, welche am effektivsten Energie gewinnen und eine geringe Wahrscheinlichkeit
haben die Scheibe zu verlassen, jene sind, welche sich parallel zur Scheibenober-
fliche bewegen. Dies gilt umso strenger, je (optisch) diinner die Scheibe ist, und
fiihrt in diesem Fall zu einer starken Kollimation parallel zur Scheibenoberfléiche.
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2.5.3 Die Ortsverteilung

Die Intensitdt J(u,7) liefert natiirlich nicht nur die Winkelverteilung, sondern
auch die Ortsverteilung der Strahlung in der Scheibe. Die oben diskutierte Lésung
ergibt J(u, 7) fiir den Halbraum 0 < p < 1. Eine iiber den ganzen Winkelbereich
integrierte Intensitit an jedem Raumpunkt erfordert dann die Summe der beiden
Halbraum-Intensitéten, welche symmetrisch zur Mittelebene der Scheibe ist. Um
die Ortsverteilung mit den Abbildungen des Kap. 2.5.2 vergleichen zu koénnen,
ist hier J(u,7) fiir dieselben Parameter und ebenfalls nur fiir den Halbraum
0 < u <1 dargestellt.

Abb. 2.7 zeigt die gemif Gl. (2.82) definierte Intensitdit .J; parallel zur
Scheibenoberfliche fiir verschiedene optische Tiefen, normiert auf die parallele
Intensitdt an der Oberfliche. Bei 7 = —7y verschwindet die Intensitét, da fiir
0 < p <1 die Randbedingung J(pu, 7 = —79) = 0 lautet. Abbildung 2.8 zeigt die
Intensitdt senkrecht zur Scheibe. Es ist zu beachten, dafl die Skala im Vergleich
zur Abb. 2.7 unterschiedlich ist. Ein Vergleich der Abb. 2.7 mit Abb. 2.8 liefert
die Anisotropie A(7) fiir alle Werte von 7. Da die senkrechte Intensitét .J, schnel-
ler abfillt als die parallele J,, ist die Anisotropie A(7 < 7) sogar noch grofler als
A(7p), welches in den Beschreibungen der Abb. 2.4-2.6 angegeben ist.

Zunéchst erwarten wir ein Maximum der Intensitdt in der Scheibenmitte
(t =0), da die Oberflichen Senken der Strahlung darstellen. Dazu miissen wir
aber die gesamte Strahlung in dem Bereich —1 < p < 1 beriicksichtigen. Unter
Verwendung der Symmetriebedingung (Gl. 2.44) ist diese gegeben durch

J(p,7) = J(p7)|

Ci<u<t +J(p,7)

0<pu<1 ~1<p<0

= J(u, )+ J(p, —7) . (2.84)
Das bedeutet eine Addition der um 7 = 0 gespiegelten Intensitit. Tatséchlich

zeigen die gemif dieser Gleichung addierten Verteilungen fiir J, und J; ein Ma-
ximum an der Stelle 7 = 0.
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Abbildung 2.7: Ortsverteilung der Intensitit parallel zur Scheibe (definiert in
Gl. 2.82), normiert auf die parallele Intensitit an der Oberfliche der Scheibe. Es
ist zu beachten, dafl dieser Graph den Beitrag des Halb-Raumes 0 < pu < 1 zeigt.
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Abbildung 2.8: Ortsverteilung der Intensitit senkrecht zur Scheibe (definiert in
Gl. 2.82), normiert auf die parallele Intensitit an der Oberfliche der Scheibe. Es
ist zu beachten, dafl dieser Graph den Beitrag des Halb-Raumes 0 < pu < 1 zeigt.
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2.6 Diskussion und Ausblick

In diesem Kapitel wurde eine semi-analytische Methode zur Losung des Comp-
tonisierungs—Problems dargestellt. Diese Methode wurde angewendet, um den
Spektralindex und die Intensitétsverteilung von Photonen zu bestimmen, die
durch Thomson—Streuung an Elektronen Energie gewonnen haben. Da dieser Pro-
ze} sehr viele einzelne Streuungen voraussetzt bevor die Photonen mit einer um
Grofenordnungen héheren Energie die Scheibe verlassen, ist die Intensitétsver-
teilung unabhéngig von der Verteilung bei ihrer Injektion bei niedrigen Frequen-
zen. Im Bereich des Potenzgesetzes, welches unabhingig von der optischen Tiefe
des Plasmas existiert, ist die Orts— und Winkelabhiingigkeit keine Funktion der
Frequenz. Sie ist bestimmt durch Eigenfunktionen der reduzierten Transportglei-
chung und héngt von der optischen Tiefe und der Temperatur des Plasmas ab.
Im Unterschied zu numerischen Methoden konnten diese Eigenfunktionen expli-
zit berechnet werden. Haardt (1993) hat z.B. eine Niherung benutzt, die die
Anisotropie der Intensitdt nur bei der ersten Streuung eines Photons beriicksich-
tigt, so dafl dessen Ergebnisse nur sehr nahe bei der Injektionsfrequenz Giiltigkeit
besitzen. Poutanen & Svensson (1996) haben ein auf einer iterativen Methode ba-
sierendes umfangreiches Programm entwickelt, welches die Anisotropie exakt (auf
einem Gitter) behandelt, und verschiedenen Prozesse beriicksichtigt, welche hier
vernachlissigt worden sind. Diese Methode konvergiert sehr schnell in dem Fall,
dafl nur wenige Streuprozesse zu beriicksichtigen sind, d.h. bei kleinen optischen
Tiefen und hoher Plasmatemperatur. Fiir eine Darstellung der Intensitit wie in
Abb. 2.4, oder Abb. 2 in Gieseler & Kirk (1997c), wire jedoch eine sehr grofie
Anzahl von Gitterpunkten notig.

Um die Ergebnisse auf astrophysikalische Beobachtungen anzuwenden, be-
trachten wir einen Spektralindex im Bereich um o« = 3 und darunter, da stei-
lere Spektren wahrscheinlich nicht beobachtet werden kénnen. Ein Spektralin-
dex in diesem Bereich kann durch ein nicht-relativistisches Plasma mit opti-
scher Tiefe 79 & 1 oder ein relativistisches Plasma mit 7y < 1 erhalten wer-
den (sieche Abb. 2.3). Die Annahme von Thomson-Streuung (im Gegensatz zu
Klein—-Nishina) beschrinkt den relevanten Frequenzbereich auf x < 1/(y) (wobei
(v) der gemittelte Lorentz—Faktor geméf Gl. 2.29 ist), d.h. auf Rontgenstrah-
len fiir die hochsten hier betrachteten Plasmatemperaturen. Auflerdem nehmen
wir an, dafl die Quelle die Photonen bei niedrigen Frequenzen injiziert, so daf}
diese mehr als eine Streuung durchfithren, bevor sie Energien im Rontgenbe-
reich erreichen. Anderenfalls kann dort kein reines Potenzgesetz erzeugt werden.
Die mittlere Frequenzéinderung pro Streuung ist gegeben durch (Az)/z ~ 40
im nicht-relativistischen Bereich und durch (Az)/x ~ (40)? fiir relativistische
Temperaturen (siehe Pozdnyakov et al. 1983).

Betrachten wir als Beispiel ein Plasma mit der Temperatur kz7, = 50 keV
und Photonen bei einer urspriinglichen Energie von 5eV. Nach 20 Streuungen
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ist die gesamte Information ihrer anfanglichen Verteilung verloren gegangen. Die
Photonen haben dann in etwa eine Energie von 4 keV. Daraus folgt eine dimen-
sionslose Photonenenergie von z = 0.008, was sehr viel kleiner als 1/(y) = 0.86
ist. Bei einer optischen Tiefe von 27y = 0.4 ist die Intensitéit an der Oberfliche
der Scheibe parallel zu ihr (J,) drei mal so grofl wie die Intensitéit an dieser Stelle
senkrecht zur Scheibe (J,), (A(7) = 0.49, vgl. Abb. 2.5). Der Spektralindex bei
dieser optischen Tiefe betrigt o = 1.77. Bei relativistischen Plasmatemperaturen
kann ein Spektralindex zwischen 0 und 1 bei sehr diinnen Scheiben (75 < 1) er-
zeugt werden, was zu einer sehr grofien Anisotropie A(7p) fithrt. Die entsprechende
Ausgangsenergie der Photonen mufl dazu aber sehr viel kleiner als 5eV sein, um
die Energieverschiebung in den Rontgenbereich mit mehr als einer Streuung zu
vollziehen.

Im besonderen sind die hier dargestellten Ergebnisse beziiglich der Anisotro-
pie (welche nur sehr schwach von der Temperatur abhéngt) relevant fiir Seyfert—
Galaxien, bei denen man Plasmatemperaturen in der Gréflenordnung von 100 keV
erwartet (Titarchuk & Mastichiadis 1994; Zdziarski et al. 1995). In diesen Objek-
ten sollte daher das Verhiltnis der optischen zur Rontgenstrahlung bei Galaxien,
die unter grolem Winkel zur Scheibennormalen gesehen werden, viel kleiner sein
als bei Galaxien, die entlang der Normalen beobachtet werden (dieser Effekt wur-
de von Haardt & Maraschi 1993 vorhergesagt).

Abgesehen von Anwendungen auf astrophysikalisch relevante Objekte ist die
hier dargestellte Methode hilfreich bei der Uberpriifung anderer numerischer
Lésungsmethoden. Wie in Kapitel 1.1.1 erwdhnt, haben wir eine iiber die Po-
larisation der Photonen gemittelte Beschreibung des Transports benutzt. Alle bis
heute benutzten Monte-Carlo-Programme benutzen eben diese Ndherung und
sind damit direkt vergleichbar mit den hier angegebenen Ergebnissen. Eine Ein-
beziehung der Polarisation ist durchaus moglich. Die dazu zu betrachtenden zwei
gekoppelten Transportgleichungen erfordern dann eine Verdoppelung der Dimen-
sion der Matrixgleichung (2.19). Ebenso kann diese Methode auch auf andere Geo-
metrien angewendet werden. Von besonderem Interesse ist dabei eine sphérisch
symmetrische Geometrie.

Eine Berechnung des Spektrums iiber den gesamten Bereich, von der Energie
einer vorgegebenen Photonenquelle bis hin zur Region des Potenzgesetzes, erfor-
dert die Losung des inhomogenen Problems, d.h mit expliziter Beriicksichtigung
eines QQuellterms. Gerade mit der hier dargestellten Methode ist es nun moglich
dieses Problem zu l6sen, da die hier gefundenen Eigenfunktionen zur Konstruk-
tion einer Greensfunktion benutzt werden konnen. Insbesondere wird bei der
Losung der Gl. (2.18) auch der entsprechende Index o mit negativem Vorzeichen
erhalten, der den Teil des Spektrums der durch Compton—Streuung in der Energie
reduzierten Photonen beschreibt. Ebenso wie der Potenzgesetz—Index fiir héhere
Energien hat dieser zunéchst nur im ausreichenden Abstand von der Quellenener-
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gie Giiltigkeit. Mit den zugehérigen Eigenfunktionen der spezifischen Intensitit
148t sich nun jedoch eine Greensfunktion fiir die mit einer Delta—Funktion bei
einer bestimmten Energie injizierten Photonen angeben, die die Grundlage zur
Losung des inhomogenen Problems bildet. Eine solche Losung kénnte dann letzt-
lich an ein beobachtetes Spektrum angepafit werden.



Kapitel 3

Beschleunigung geladener
Teilchen

Die kosmische Strahlung bietet die direkteste Moglichkeit, geladene Teilchen zu
beobachten, die ihre Energie nicht durch ein thermisches Gleichtgewicht erhalten
haben, sondern durch einen individuellen in der Natur vorkommenden Beschleuni-
gungsprozef. Das Energiespektrum folgt {iber einen sehr groflen Bereich mit hoher
Genauigkeit einem Potenzgesetz. So ist die Impulsdichteverteilung N (p) der kos-
mischen Nukleonen, die die Erde erreichen, zwischen 100 und 10° GeV/Nukleon
gegeben durch

N(p) x p>e, (3.1)

mit dem Spektralindex
s =4.71+0.05 (3.2)

(siehe z.B. Gaisser 1990; Berezinskii et al. 1990; Longair 1992; Kirk et al. 1994).
Oberhalb von etwa 107 GeV (das sog. ,Knie“) ist das Spektrum steiler, mit ei-
nem Index von etwa 5, welcher sich bis zu 10'° GeV fortsetzt. Fiir noch hhere
Energien wird das Spektrum wieder flacher. Der Spektralindex fiir die kosmischen
Teilchen mit den hochsten gemessenen Energien entzieht sich aber naturgeméf
einer genauen Vermessung.

Als Quelle der kosmischen Strahlen wurden schon sehr friith Supernova—Uber-
reste vorgeschlagen (Baade & Zwicky 1934). Betrachtungen des globalen Ener-
giehaushaltes deuten an, daf§ in diesem Fall etwa 10% der bei der Supernova
freiwerdenden Energie in kosmische Strahlen umgesetzt werden muf. Bei der Be-
stimmung der Richtung der an der Erde ankommenden kosmischen Strahlung
ergibt sich fiir den niederenergetischen Anteil kein Hinweis auf eine Anisotropie.
Dies ist jedoch wegen der galaktischen magnetischen Felder, die die Teilchen-
bahnen bei diesen Energien effektiv ablenken konnen, kein Widerspruch zu einer

ol
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galaktischen Herkunft der Strahlen. Nimmt man eine galaktische Quelle der kos-
mischen Strahlen an, so fithrt im einfachsten Modell (,leaky box“) eine geméif
tesc ¢ p~°% vom Impuls abhiingige Entweichzeit aus der galaktischen Umgebung
auf einen Spektralindex von s = 4.1 fiir das Spektrum, das durch die galaktischen
Quellen erzeugt worden ist. Supernova-Uberreste weisen aufierdem noch durch
die Synchrotronstrahlung nicht-thermischer Elektronen auf ihre Eigenschaft als
Teilchenbeschleuniger hin. Neben Supernova-Uberresten treten Stoffronten, die
ebenfalls geeignet sind in Verbindung mit einem Magnetfeld, geladenen Teilchen
ein nicht—thermisches Spektrum zu verleihen, in vielen weiteren astrophysikali-
schen Objekten auf (siche Blandford & Eichler 1987).

Eine besondere Rolle bei der Teilchenbeschleunigung in (z.B.) Supernova—
Uberresten spielen die senkrechten Stoffronten, bei denen das Magnetfeld senk-
recht zur Stofinormalen gerichtet ist. Hier ist die Beschleunigung besonders ef-
fektiv (Jokipii 1987). Wichtig dabei ist der Transport der Teilchen entlang der
Stofinormalen, da davon die Anzahl der Stoflkreuzungen abhéngt. Die Diffusion
von Teilchen senkrecht zu Magnetfeldlinien ist in der Regel sehr klein (k, < &),
so dafl dieser Transport durch die stochastische Komponente des Magnetfeldes
dominiert werden kann, das die Hauptkomponente B, senkrecht zur Stofinor-
malen hat.! Wie in Kapitel 1.2 gezeigt wurde, ist dies durch ein sub—diffusives
Transportverhalten geprigt. Um die elementaren Eigenschaften des Zusammen-
spiels aus Stoffront und Magnetfeld ndher zu untersuchen, beschrinken wir uns
zunéchst auf nicht-relativistische Stofe. Insbesondere sind die hier zu Grunde ge-
legten Eigenschaften der Stoffronten selbst ebenso universell wie idealisiert. Wir
betrachten infinitesimal diinne Diskontinuitdten in einem magnetisierten Plas-
mastrom. Im Kapitel 3.1 sind die entscheidenden Mechanismen dargestellt, die
bei solchen Stoffronten Teilchenbeschleunigung bewirken. In den folgenden Ab-
schnitten wird dann der Einflu} dieser sub-Diffusion auf die Verteilungen der
Teilchen und insbesondere auf das Impulsspektrum untersucht. Es zeigt sich, dafl
das Impulsspektrum signifikant von den Transporteigenschaften abhingt.

Man unterscheidet zwei Beschleunigungsprozesse, deren statistischer Charak-
ter unterschiedlich ist. Bei der Fermi-Beschleunigung werden Teilchen durch
Streuung an magnetischen Irregularititen bzw. Fluktuationen (z.B. Alfvén—
Wellen) gestreut und so fortlaufend iiber die Stofifront transportiert, bis sie im
Unterlauf entkommen kénnen. Ist bei einer senkrechten (bzw. ‘superluminalen’)
StoBfront die Bewegung senkrecht zum Magnetfeld zu vernachlissigen oder fin-
det bei beliebig geneigten Magnetfeldern keine Streuung statt, die die Teilchen
entlang der Feldlinie transportieren, so gibt es keine Moglichkeit fiir eine wie-
derholte Stoflkreuzung. In diesem Fall mufl der Beschleunigungsprozef§ durch
die Betrachtung einer einzelnen Stoflkreuzung beschrieben werden. Diese Drift—

'Wir wihlen fiir die Stonormale die Richtung entlang der Koordinatenachse z, und fiir Bg
bei zweidimensionaler Betrachtungsweise die Richtung z, vgl. Abb. 3.1-3.4.
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Beschleunigung ist ein vollstédndig deterministischer Prozef3. In den Kapiteln 3.1.1
und 3.1.2 werden diese Prozesse niher dargestellt.

Fiir die Simulation der Beschleunigung bei senkrechten Stofifronten mit sto-
chastischem Magnetfeld werden diese beiden Prozesse kombiniert. Dies geschieht
dadurch, dafl der Koordinatensatz (p, i, ) jedes simulierten Teilchens fortlaufend
betrachtet und bei Stoflkreuzung gemifl des Drift-Prozesses umgerechnet wird.
Dariiberhinaus sorgt Pitchwinkelstreuung fiir eine diffusive Bewegung entlang
des Magnetfeldes. Da nun bei stochastischem Magnetfeld auch eine Komponente
parallel zur Stoinormalen existiert, konnen Teilchen dadurch wiederholt die Stof3-
front unter verschiedenen Neigungswinkeln kreuzen. Insbesondere erzeugt dieser
kombinierte Transport durch das stochastische Magnetfeld und der diffusiven
Teilchenbewegung entlang des Magnetfeldes ein anomales Transportverhalten der
Teilchen im Raum. Die Monte—Carlo—Simulation des Teilchentransportes und der
daraus resultierenden Beschleunigung ist schliellich im Kapitel 3.3 dargestellt.

3.1 Beschleunigungs—Mechanismen

Die in Kapitel 1.1.2 angegebenen Transportgleichungen waren unter der An-
nahme von verschwindendem elektrischen Feld und vernachléssigbarer Diffusi-
on im Impulsraum hergeleitet worden. Fiir einen kontinuierlichen Plasmafluf},
d.h. Ou/0z = 0 wird Gl. (1.27) daher zu einer reinen Diffusions—Konvektions—
Gleichung fiir die Ortsabhéngigkeit der Teilchendichte n(p, z, t). Die einzige Quel-
le fiir eine Impulséinderung stellt ein Gradient oder eine Diskontinuitit im rdumli-
chen Plasmafluf} dar, die z.B. bei einer Supernova—Explosion durch eine Stoflwelle
gegeben ist. Die Energie der kosmischen Strahlen ist dabei so grof3, dafl der Gyra-
tionsradius die Dicke dieser Stolwelle bei weitem iibersteigt, so dal man von einer
verschwindenden Ausdehnung sprechen kann. Auflerdem betrachten wir Systeme,
in denen die dynamischen Eigenschaften nicht durch das Magnetfeld bestimmt
werden. Die Eigenschaften einer solchen Stoffront sind dann ausschlieflich durch
das Verhiltnis der Plasmadichte vom Oberlauf zum Unterlauf gegeben.

Wir wihlen ein Bezugssystem, in dem die Stoffront ruht, und in der das
Plasma parallel zur Stofinormalen flieft. Ausgehend vom System, in der das
Oberlauf-Plasma ruht (Oberlauf-Ruhesystem ORF, siehe Abb. 3.1a), wird dies
erreicht durch eine Transformation entlang der Stoinormalen mit der Stofige-
schwindigkeit us. Man erhélt so das parallele Stofisystem (PSS, siehe Abb. 3.2b).
Die Bedingung der Stetigkeit des Massen—, Energie- und Impulsstroms kann mit
Hilfe der Abkiirzung [X] = X — X' fiir die Differenz einer Gréfie im Oberlauf (X)
zum Unterlauf (X') geschrieben werden (Landau & Lifschitz 1991):

[pii] =0, (3-3)
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[i2/2+w] = o0, (3.4)
p, +p%] = 0, (3.5)

wobei 4 die Plasmageschwindigkeit, w die Enthalpie, p die Dichte und p, der
Druck des Gases ist. Das Kompressionsverhaltnis r des Stofles ist nun mit den
Plasmageschwindigkeiten durch die Kontinuitéitsgleichung (3.3) auf einfache Wei-
se verkniipft:

(3.6)

§\<| Sc

Durch Beriicksichtigen der Erhaltungssiitze (3.4) und (3.5) kommt man zu einem
Ausdruck fiir das Kompressionsverhiltnis der Form
(A v+1

a (y—1)+2/M2’

(3.7)

r =

wobei v = ¢,/cy das Verhéltnis der Warmekapazititen und M = 4/c; = us/cs
die Machzahl des Stofles ist (¢, = Schallgeschwindigkeit im Oberlauf-Plasma). Im
Grenzfall sehr starker Stofifronten, d.h. M > 1, erhilt man fiir ein einatomiges
Gas mit v = 5/3 das Kompressionsverhéltnis r = 4.

3.1.1 Diffusive Beschleunigung

Die Beschreibung des Prozesses, bei dem Teilchen durch diffusive Bewegung in
einem Medium von Streuzentren Energie gewinnen konnen, geht auf ein Modell
von Fermi (1949) zuriick, in dem zuniichst die Streuung von Teilchen an stocha-
stisch bewegten magnetischen Spiegeln beschrieben wurde. Da die Teilchen hier-
bei Stofle sowohl mit entgegenkommenden als auch sich entfernenden Streuzen-
tren erfahren, mitteln sich die Energiegewinne in erster Ordnung der Geschwin-
digkeit der Streuzentren gerade weg, und es bleibt ein relativer Energiegewinn
proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit. Daher wird dieser Prozefl Fermi—
Beschleunigung 2. Ordnung genannt. Die Bewegung iiber eine Stofifront stellt nun
eine etwas andere Situation dar. Bei der Pitchwinkelstreuung im Unterlauf oder
Oberlauf ist die Energie (bzw. der Impuls: p = E//c) der Teilchen zunéchst erhal-
ten. Kreuzt ein Teilchen die Stof3front, so fiihrt eine Lorentz—Transformation mit
der Differenzgeschwindigkeit der beiden Systeme zu einer Erh6hung des Impulses,
da in beiden moglichen Richtungen dieser Kreuzung die Komponente des Impul-
ses entlang der Stofinormalen antiparallel zur Transformationrichtung ist (siehe
Abb. 3.1a und 3.1b). Gemif dieser mikroskopischen Behandlung der Teilchenbe-
wegung konnte Bell (1978) zeigen, dafl der mittlere Impulsgewinn der Teilchen bei
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einem Zyklus proportional zur Differenzgeschwindigkeit der Plasmen und damit
von 1. Ordnung ist:

o i (3.8)

Das Ergebnis, daf der relative Impulsgewinn vom Impuls selbst unabhéngig ist,
fiihrt zusammen mit der Tatsache, dafl der Impuls unabhéngig von der Entweich-
wahrscheinlichkeit ist, direkt zu einem Potenzgesetz fiir die Impulsverteilung. Sei
P, die Entweichwahrscheinlichkeit, so ist die Anzahl der Teilchen mit einem
Impuls p oder héher nach k£ Beschleunigungsprozessen gegeben durch

/dp' n(p') = ng (1 — Pee)*, (3.9)

wahrend der Impuls proportional zu der k—ten Potenz des Verstarkungskoeffizi-

enten ist:
Aph #
p:0+%?>m. (3.10)

Eliminieren von k fiihrt auf

n(p) x p71—|—1n(17Pesc)/ln(1—|—(Ap)/p) ~ pflpresc/(Ap) ’ (311)
fiir p > py. Wir erhalten somit ein Potenzgesetz, dessen Index von der Entweich-
wahrscheinlichkeit und dem mittleren Impulsgewinn bei einem Zyklus von zwei
StoBkreuzungen abhiingt.

Der mikroskopische Zugang ermoglicht einen sehr guten Einblick in die Pro-
zesse, die zur Beschleunigung fithren. Durch die Benutzung der in Kapitel 1.1.2
angegebenen Transportgleichungen soll im folgenden eine Losung unter sehr all-
gemeinen Randbedingungen angegeben werden. Wir betrachten dazu einen Stof§
im PS—System (siehe Abb. 3.2b). Das Plasma flieit im Oberlauf mit % in negative
z—Richtung und im Unterlauf mit @', wobei die Ableitung an der Stoifront (bei
x = 0) durch du/d0z = (@' — u)d(x) gegeben ist. Die Transportgleichung fiir eine
stationdre Verteilung lautet gemif Gl. (1.27)

0

S~ 9
— (it~ )3 )

a—p(pn) =0, (3.12)

{WH@+MH&@M}%%F+
wobei H(z) die Heaviside-Funktion bezeichnet (siehe Gl. 2.54). Integrieren wir
die Gleichung (3.12) iiber  von —oo bis 0o, so erhalten wir Terme der Form
lim._,o n(£e,p) = ny(0,p). Wir stellen jedoch fest, dal wir zur Herleitung der
Gl (1.27) eine in erster Nidherung in y isotrope Verteilung angenommen haben.
Wie wir sehen werden ist unter dieser Annahme die Dichte n(z,p) bei z = 0
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stetig (siehe Gl. 3.67)2. Demnach kénnen wir schreiben n(0,p) = n(0,p). Fiir
x — oo muf} die Dichte verschwinden, da keine Teilchen aus dieser Richung
einstrémen. Auflerdem muf} der Diffusionsstrom weit weg von der Stofifront ver-
schwinden F(—o0) = 0 = F(o0), da hier keine Gradienten der Dichte vorhanden
sein konnen. Die Integration der Gl. (3.12) liefert nun

1
u'n(—o0,p) + 3 (@ — ﬂ')%pn(o,p) =0. (3.13)
Wir machen den Ansatz
n(e,p) = n@)p® (3.14)

und finden mit r = @/’ (Gl. 3.6)

s=3 (1+”§1_(§;)T11) . (3.15)

Fiir diffusive Teilchenbewegung und Injektion bei x = 0 ist die Dichte in Richtung
der Plasma—-Konvektionsstromung konstant, d.h. n(0) = n(—oo) (siehe Gl. 3.43).
Daher erhalten wir das bekannte Ergebnis s = 3r/(r — 1), was fiir einen starken
Stofl mit Machzahl M > 1 und damit » = 4 auf den Spektralindex s = 4 fiihrt
(Axford et al. 1977; Krymskii 1977; Blandford & Ostriker 1978).

3.1.2 Stof—Drift—Beschleunigung

Solange Teilchen keiner Pitchwinkelstreuung unterliegen, bzw. zwischen zwei sol-
chen Streuprozessen, ist die Bewegung der Teilchen im Phasenraum vollstindig
deterministisch und wird bestimmt durch die stindige Wechselwirkung der Teil-
chen mit den dufleren elektromagnetischen Feldern. Betrachten wir zunéchst ein
Bezugssystem, in dem das Hintergrundplasma und damit das Magnetfeld ruht.
Die bewegte Stoflifront stellt nun eine Grenze dar, auf der sich das Magnetfeld
zeitlich verdndert, was nach den Maxwell-Gleichungen ein elektrisches Feld zur
Folge hat. Dieses elektrische Feld ist nun in der Lage, ein geladenes Teilchen
zu beschleunigen. Es ist jedoch mdglich, ein Teilchen nacheinander in Koordina-
tensystemen zu beschreiben, in denen das elektrische Feld am Ort des Teilchens
verschwindet. Dadurch wird der Beschleunigungsvorgang weniger offensichtlich,
aber mathematisch einfacher zu beschreiben.

Betrachten wir nun ein stochastisches Magnetfeld bei hauptséchlich senkrech-
ter Stofifront. Wir nehmen an, dafl die Fluktuationen des Magnetfeldes, die die
Bewegung des Gyrationszentrums der Teilchen bestimmen, von solcher Gréfie

2Fiir eine isotrope Verteilung gilt fi, = n.
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sind, dafl wir das Feld fiir die Strecke, die das Teilchen benétigt, um iiber die
StoBfront zu gelangen, als homogen betrachten kénnen. Das bedeutet, wir haben
bei jeder Stoflkreuzung im Prinzip eine Stofifront mit groflem Neigungswinkel
¢ ~ 90° zu betrachten. Bei dieser Konstellation werden Teilchen, die mit der
nicht-relativistischen Stofifront in Wechselwirkung treten, in jedem Falle mehre-
re Gyrationsumliufe durchfiihren, bevor sie transmittiert oder reflektiert werden.
Dies bedeutet, dafl sich das Magnetfeld, an das die Teilchen gebunden sind, im
Vergleich zur Gyrationszeit, nur langsam dndert und dafl wir iiber die Gyrophase
integrierte Groflen verwenden kénnen. In diesem Falle bleibt der von der Teilchen-
bahn eingeschlossene Flufi konstant: Bra = const, wobei a der Gyrationsradius
ist (Jackson 1983). Ausgedriickt durch den Impuls p, senkrecht zum Magnetfeld
bedeutet dies

P
EL = const . (3.16)

Diese Gleichung driickt die Erhaltung der adiabatischen Invariante aus, was (z.B.)
von Webb et al. (1983) und Decker (1988) fiir schriige kollisionsfreie Stofifronten
im Detail untersucht und bestétigt wurde.

Koordinatentransformationen bei Stoflkreuzungen

Wir haben im weiteren zwischen zwei Stolkonstellationen zu unterscheiden. Sei
¢ der Winkel zwischen der Stoinormalen und der Magnetfeldrichtung und u, die
Stoflgeschwindigkeit im ORS, so ist die Geschwindigkeit des Schnittpunktes der
Stoffront auf der Oberlauf-Magnetfeldlinie gegeben durch

uS
Vint = .
cos ¢

(3.17)

Ist diese Geschwindigkeit kleiner als die Lichtgeschwindigkeit (¢ = 1), so ist es
moglich in ein spezielles Koordinatensystem zu transformieren, das zuerst von
de Hoffmann & Teller (1950) benutzt wurde. In diesem Fall sprechen wir von einer
‘subluminalen’ Stofifront, wihrend der Fall v;; > 1 ‘superluminale’ Stofifront
genannt wird.

‘Subluminale’ Stof3fronten (v, < 1)

Bei einer Transformation mit der Geschwindigkeit v;,; entlang des Oberlauf-
Magnetfeldes erhélt man ein Koordinatensystem bei, der die Stofifront in Ruhe
ist. Dieses Koordinatensystem wird de Hoffmann-Teller System genannt (dHTS,
vgl. Abb. 3.2a). Das Oberlauf-Plasma fliefit mit der Geschwindigkeit @ = vjpy
entlang des Magnetfeldes. Dies bedeutet, dafl im Oberlauf des dHT—-Systems das
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elektrische Feld verschwinden muf. Dies liele im Prinzip ein elektrisches Feld
im Unterlauf senkrecht zum Stoff zu. (Die Komponente des elektrischen Feldes
parallel zur Sto3front ist kontinuierlich und verschwindet daher). Da jedoch Plas-
ma die Stofifront {iberquert, hat das Magnetfeld eine Komponente senkrecht zum
Stof3. Dies wiirde bedeuten, dafl E - B # 0, was bei einem Plasma unendlicher
Leitfihigkeit nicht moglich ist. Daher verschwindet das elektrische Feld auch im
Unterlauf, und das Plasma fliefit auch hier entlang des Magnetfeldes (siehe auch
Kirk et al. 1994). Das Kompressionsverhiltnis » im dHTS ist gegeben durch
das Verhiltnis der z—Komponenten® der Dreier—Geschwindigkeiten vom Ober-
lauf zum Unterlauf. Da im dHTS kein elektrisches Feld vorhanden ist, bleibt der
Impuls der Teilchen bei der StoBkreuzung erhalten (d.h. p = p’). Die Erhaltung
der adiabatischen Invarianten (Gl. 3.16) liefert daher

1= 1- (@)
B B

(3.18)

Fiir die Berechnung des Pitchwinkels bei einer Stoflkreuzung bendtigen wir das
Verhéltnis der Magnetfeldstirken B'/B im dHTS. Dies ist gegeben durch (siehe
Kirk & Heavens 1989, oder Naito & Takahara 1995)*

B/
ri= = =1+ (7 )Zsin” o, (3.19)

wobei 75 = 1/4/1 — u? der Gamma-Faktor des Stofles gemessen im ORS ist, und
¢ der Neigungswinkel des Oberlauf-Magnetfeldes ebenfalls gemessen im ORS ist.
Fiir einen Ubergang vom Unterlauf zum Oberlauf benétigen wir den Neigungs-
winkel des Unterlauf-Magnetfeldes ¢’ zur Berechnung der Transformationsge-
schwindigkeit entsprechend GI. (3.17):

_ Us
U‘URS—)dHTS Yint = 0 o (3.20)
Es gilt nun
_ U cos¢p B
= — d — = — =7y, 3.21
“ T u cos¢’ B ™ ( )

Die erste Beziehung folgt aus der Definition von r geméf Gl. (3.7) mit & = u;
und 4’ = u,. Die zweite Beziehung ergibt sich unter Beriicksichtigung, daf} die
Komponente des Magnetfeldes senkrecht zum Stofl im Oberlauf und Unterlauf
identisch ist. AuSlerdem gilt B = B und B’ = B', da diese Felder jeweils durch

3Bei einer Transformation vom PSS, in dem 7 zunichst definiert wurde, in das dHTS, hat
man entlang der Stofliebene zu transformieren. Das Verhiltnis der z—Komponenten der Dreier—
Geschwindigkeiten #ndert sich dabei nicht.

4ry = 1/b bei K&H (1989); bzw. r, = b bei N&T (1995).
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eine Transformation in Feldrichtung verkniipft sind. Mit Gl. (3.19) folgt dann der
zweite Teil. Wir erhalten schliellich

— " U
Ulurssants T 7 cos e (3.22)

Mit dieser Geschwindigkeit miissen der Impuls und der Pitchwinkel beim Uber-
gang vom URS in das dHTS Lorentz-transformiert werden. Die Transformati-
onsgeschwindigkeit vom ORS in das dHTS wurde oben schon angegeben:

Us

v‘ORS—)dHTS - cos ¢’ (3.23)

Die inversen Transformationen unterscheiden sich nur um das Vorzeichen:

p— — us

U‘dHTS—>ORS o cos ¢’ (3:24)
_ T Us

v‘dHTS—)URS  rcos¢’ (3.25)

Innerhalb des dHT—-Systems ist der Impuls konstant, und der Pitchwinkel &ndert
sich gem#f Gl. (3.18). Bei dem Ubergang vom Oberlauf in den Unterlauf hat man

dabei zu berechnen
@= 41 —rp(1 — 2). (3.26)
il <y/1—r;" (3.27)

gibt es keine reelle Losung fiir den Unterlauf-Pitchwinkel . Dies bedeutet, daf
das Teilchen reflektiert wird; denn um den Flufl durch die Umlauffliche bei der
Stofliiberquerung konstant zu halten, miissen die Teilchen gemafi Gl. (3.16) ih-
ren Impuls p, vergréfiern. Teilchen, die die Bedingung (3.27) erfiillen, haben
nicht geniigend Translationsenergie die dazu in Rotationsenergie umgesetzt wer-
den kann. Dieser Effekt ist von der sog. magnetischen Flasche bekannt. Unter
diesen Bedingungen wird ein Teilchen gemif8 Gl. (3.23) in das dHTS transfor-
miert und nach Invertierung des Pitchwinkels (u — —p) gemifl Gl. (3.24) wieder
in das ORS zuriick transformiert. Da beide Lorentz—Transformationen entgegen
der Bewegungsrichtung der Teilchen ausgefiihrt werden, erkennt man, daf sie
bei diesem Ereignis immer Energie gewinnen werden. Tatséchlich ist daher die
Reflexion der effektivste Beschleunigungsprozef bei ‘subluminalen’ Stofifronten.

Fiir

‘Superluminale’ Stofifronten (viy > 1)

In dem Fall, dal die Geschwindigkeit des Schnittpunktes der StoSfront mit der
Magnetfeldlinie mit Uberlichtgeschwindigkeit fortschreitet (vi; > 1), sind die
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oben beschriebenen Transformationen nicht anwendbar. Es ist jedoch moglich, in
spezielle Koordinatensysteme zu transformieren, in dem das elektrische Feld ent-
weder im Oberlauf oder im Unterlauf verschwindet. In diesen Systemen ist das
Magnetfeld senkrecht zur Stofinormalen (vgl. Abb. 3.3). Diese Transformation
ist bei ‘superluminalen’ Stofifronten immer mdoglich, und wir kénnen diese da-
her mit den senkrechten Stofifronten identifizieren (siehe z.B. Schatzman 1963).
Bei dieser Konstellation kénnen Teilchen ausschlieflich vom Oberlauf ausgehend
den Stof} iiberqueren. Betrachten wir wieder die Geschwindigkeit des Schnitt-
punktes im ORS (GI. 3.17). Man kann nun eine Lorentz—Transformation mit der
Geschwindigkeit v; entlang der Oberlauf-Magnetfeldlinie durchfiihren, so dafl die
Geschwindigkeit des Schnittpunktes unendlich wird, was einer senkrechten Stof3-
front gleichkommt:
v — Us/ COSP

— =00. 3.28
Vit 1 — vyug/ cos @ > (3.28)

Die entsprechende Transformationsgeschwindigkeit ist gegeben durch

v‘ = = cos ¢ ) (3.29)
ORS—ODS u,

mit |v;] < 1. Dies ist gleichzeitig die Transformationsgeschwindigkeit vom ORS
in das Oberlauf-Driftsystem (ODS, vgl. Abb. 3.3a), in welchem das Plasma im
Oberlauf entlang des ruhenden Magnetfeldes flief3t, wihrend es im Unterlauf ei-
ne Drift—-Bewegung senkrecht zum bewegten Magnetfeld durchfiihrt, die durch
ein elektrisches Feld verursacht wird. Ausgehend vom URS kénnen wir eine zu
Gl. (3.28) entsprechende Bedingung fiir die Transformation in das Unterlauf—
Driftsystem (UDS, vgl. Abb. 3.3b) angeben:

vy — s/ cos @

T — = 00. 3.30
1 — i,/ cos @f > (3:30)
Dies fiihrt unter Beachtung von Gl. (3.21) auf
v =g, =T8¢ (3.31)
UDS—URS Ty Ug

Es bleiben nun noch Beziehungen anzugeben, die den Impuls und den Pitchwinkel
im ODS und UDS verkniipfen. Wir fordern wieder die Erhaltung der adiabati-
schen Invarianten, jedoch ist nun die zum Magnetfeld senkrechte Komponente
des Impulses beim Ubergang iiber die StoSfront nicht mehr konstant. Die zum
Magnetfeld parallele Komponente bleibt wieder erhalten, da in dieser Richtung
kein elektrisches Feld wirken kann (E - B = 0, s.o0.). Dies bedeutet (Begelman &
Kirk 1990)

(. _ 0L 3.32)

D= B (3.33)
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Unter Benutzung von Gl. (3.21)° und p, = p/1— ji? sowie p; = pj konnen
wir damit den Pitchwinkel und Impuls beim Ubergang vom ODS in das UDS

angeben:
a , (3.34)

(3.35)

Damit sind alle Komponenten der einzig benétigten Transformation (ORS —
ODS — UDS — URS) im Falle von ‘superluminalen’ Stoffronten angegeben.

®Da die Feldstirken in den Driftsystemen aus denen in den entsprechenden Ruhesystemen

durch Transformation entlang der Feldlinien hervorgehen, gilt: B = B und B’ = B'.
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Abbildung 3.1: Definition der Koordinaten fiir das (a) Oberlauf-Ruhesystem
(ORS) und (b) Unterlauf-Ruhesystem (URS).

a)

Abbildung 3.2: Definition der Koordinaten fiir das (a) de Hoffmann-Teller—
System (dHTS) und (b) parallele Stofisystem (PSS).

a) B

Abbildung 3.3: Definition der Koordinaten fiir das (a) Oberlauf-Driftsystem
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(ODS) und (b) Unterlauf-Driftsystem (UDS).

¢




3.2. BESCHLEUNIGUNG BEI ANOMALEM TRANSPORT 63

3.2 Beschleunigung bei anomalem Transport

Fiir die Teilchenbewegung in einem stochastischen Magnetfeld existieren verschie-
dene Bereiche, die abhiingig von der Zeitskala der Bewegung sind. Fiir grofle
Zeitskalen, wie sie beim Transport der kosmischen Strahlen in der Galaxie von
Bedeutung sind, erreichen die Teilchen Bereiche des Magnetfeldes, die von dem
urspriinglichen Bereich dekorreliert sind (Chuvilgin & Ptuskin 1993). Die Eigen-
schaften des Transportes lassen sich dann als zusammengesetzt aus der anfiangli-
chen sub-diffusiven und spéteren diffusiven Bewegung beschreiben (sog ,,COmM-
pound diffusion“). Fiir den Beschleunigungsproze8 bei Supernova-Uberresten
wurde von Dendy et al. (1995) abgeschitzt, daf hier der Bereich der in Kap. 1.2
beschriebenen sub-Diffusion mit & = 1/2 von Bedeutung ist. Die Zeitskala fiir die
Beschleunigung unter diesen Bedingungen ist bei konstantem D), und &, gegeben
durch (Duffy et al. 1995)

3D2/3 1/3 1 1
Tacc = - ,f” ( + ) . (336)

% — 2l/3 (ﬁ/)l/:’)

Numerische Berechnungen von Kirk et al. (1996) fiir zusammengesetzten Trans-
port haben explizit gezeigt, dafl die Auswirkungen des sub-diffusiven Teilchen-
transportes auf das Impulsspektrum von grofler Bedeutung sind, wenn die De-
korrelationszeit von Teilchen und Magnetfeld grofler als einige Zeiteinheiten ist:

2 (1() )“4”) 1 | (3.37)

Da die dimensionslose Zeit auf der rechten Seite gerade in etwa der Beschleu-
nigungszeit entspricht, wird das fiir die Teilchenbeschleunigung relevante Trans-
portverhalten durch sub—Diffusion bestimmt, wenn 74 & Tacc gegeben ist.

Es wird nun der Einfluf} der in Kapitel 1.2 dargestellten Transporteigenschaf-
ten von stochastischen Magnetfeldern auf die rdumliche Verteilung von Teilchen
beschrieben, die an diese Magnetfelder gebunden sind. Diese Verteilung wieder-
um hat gem# Gl. (3.15) einen Einfluff auf das Spektrum der beschleunigten
Teilchen. Im folgenden soll nun unter Verwendung des Teilchenpropagators fiir
sub—diffusiven Transport (Gl. 1.44) die eindimensionale rdumliche Verteilung be-
rechnet werden. Sei Q(z,t) die Quellfunktion injizierter Teilchen, so stellt sich
die Dichtefunktion n(z,t) folgendermafien dar (siehe Kirk et al. 1996)

oo t
n(z,t) = / da’ / A Py (2 — o't — )Q(a, 1') (3.38)

Wir nehmen an, dafl Teilchen fiir Zeiten ¢ > ¢, mit konstanter Rate Qo an der
StoBfront injiziert werden. Die Stofifront bewege sich mit der Geschwindigkeit u



64 KAPITEL 3. BESCHLEUNIGUNG GELADENER TEILCHEN

in positive Richtung entlang der z—Achse. Das bedeutet
Q(z,t) = Qo o(x — ust) H(t — 1), (3.39)

wobei H die Heaviside-Funktion ist. Die asymptotische Gleichgewichtslosung
wird erhalten durch ¢y — —oo. Gleichung (3.38) wird dann zu

t
n(z,t) = Qo / dt' Py (2 — ust' t — 1) . (3.40)

Wir bezeichnen den Abstand von der Stofifront mit z4(x,t) =  — u,t und fiithren
eine neue Integrationsvariable 7 = ¢ — ¢ ein. Damit erhalten wir fiir die Dichte-
verteilung

n(z,) = Qo/dTPsub(xs + usT, T) - (3.41)
0

Aus der Form des Propagators kann man die Dichte an ausgezeichneten Stel-
len ableiten (siehe Kirk et al. 1996). So folgt fiir die Dichte weit im Unter-
lauf n(—o00) = Qo/us, wihrend die Dichte weit im Oberlauf verschwinden muf:
n(oco) = 0. An der Stelle der Injektion kann das Integral (3.41) ausgewertet wer-
den. Man erhilt n(0) = 2Qo/(3us). Das bedeutet fiir das Verhéltnis der Dichten
an der StoBfront zu der weit im Unterlauf
o _2 (3.42)
n(—oo0) 3
Dieses Ergebnis unterscheidet sich von dem Dichteverhiltnis, das man unter dem
Einfluf} einer Gaufi-Funktion als Propagator (siehe Gl. 1.29) erhilt. Damit ergibt
sich

n(0)
n(—o0)

=1, (3.43)

diffusiv

d.h. die Dichte ist fiir diffusive Teilchenbewegung im Unterlauf konstant, wenn
Teilchen fortwiahrend in der Stolebene injiziert werden.

Die Gleichungen (3.42) und (3.43) ermdiglichen nun eine Bestimmung des
Spektralindexes geméf Gl. (3.15) und damit auf Grundlage der Transportglei-
chung (1.27). Die Voraussetzungen, die zu dieser Gleichung gefiihrt haben, waren
eine in erster Ndherung vom Pitchwinkel unabhéingige Verteilungsfunktion. Set-
zen wir Gl. (3.42) in Gl. (3.15) ein, so erhalten wir

3r 1
= 1+ —. 3.44
5 r—1 ( + 27‘) ( )
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Der Ausdruck in der Klammer stellt dabei quasi die Anderung gegeniiber dem
Spektralindex bei rein diffusiver Fermi-Beschleunigung 1. Ordnung dar, wie man
sie z.B. fiir parallele Stofifronten erhélt. Fiir eine starke Stoffront mit dem Kom-
pressionsverhiltnis 7 = 4 erhélt man einen Index von 4.5 gegeniiber 4.0 bei
(nicht-relativistischer) diffusiver Beschleunigung. Dies hat seine Ursache darin,
dafl Teilchen bei sub—diffusivem Transport in Richtung senkrecht zur Stoffront
effektiver in Richtung Unterlauf und damit aus der Beschleunigungsregion her-
ausgefiihrt werden. Dies findet explizit Ausdruck in der um 2/3 reduzierten (ge-
geniiber der weit im Unterlauf konstanten) Dichte an der Stelle der Injektion
(StoBfront). Man kann dies auf den ,,Gedéchtnis“—Effekt der Teilchenbewegung
zuriickfithren, der durch das Magnetfeld eingefiihrt wird. Bewegen sich Teilchen
zundchst vom Ort der Injektion entlang der Magnetfeldlinie weg, so konnen sie
sich (abgesehen von der Plasmastromung) genau wie die Magnetfeldlinie glei-
chermaflen in Richtung Ober— und Unterlauf bewegen. Bewegen sich die Teilchen
aber entlang der Feldlinie zu dem Ort der Injektion auf dieser zuriick, so bedeutet
das, dafi sie in jedem Falle in Richtung Unterlauf gefiihrt werden, da der Ort der
Injektion sich mit dem Plasmastrom ausschliefllich in Richtung Unterlauf bewegt.
Dies diinnt die Dichte an der Injektionsstelle (Stofifront) zusétzlich aus.

3.3 Monte—Carlo—Simulation

Teilchenbeschleunigung an Stofifronten ist sehr oft der Gegenstand von Unter-
suchungen mit Hilfe von Computer-Simulationen. Der Grund liegt darin, dafl
analytische Ergebnisse nur unter speziellen Annahmen erhalten werden kénnen.
So sind z.B. die Ableitungen der Folgerungen aus Kapitel 3.1.1 unter der Annah-
me erfolgt, dafl die Verteilungsfunktion selbst direkt an der Stoffront durch einen
isotropen Anteil dominiert wird. Weiterhin besteht die Moglichkeit, bei numeri-
schen Methoden flexible Randbedingungen an die rdumliche Verteilung oder die
Energie der beschleunigten Teilchen zu stellen. Nichtlineare Effekte, die durch die
Riickwirkung der beschleunigten Teilchen auf die Stofifront entstehen, sind z.B.
von Ellison et al. (1996) mit Hilfe der Monte—Carlo-Methode untersucht worden
(siehe auch Drury 1983; Jones & Ellison 1991).

Bei einer Monte—Carlo—Simulation von anomalem Transport, wie er in den Ka-
piteln 1.2 und 3.2 beschrieben wurde, haben wir die Tatsache zu beriicksichtigen,
dafl dieser inhérent nicht—Markovisch ist. Das bedeutet, daf es nicht ausreicht, ei-
ne Reihe von statistisch v6llig unabhéngigen Schritten zu betrachten. Der Grund
dafiir ist, dafl Teilchen keiner rdumlichen Diffusion unterliegen, solange sie an ein
Magnetfeld gebunden sind. Entlang des Magnetfeldes wird die Bewegung zwar
durch Streuungen mit zufélligem Charakter bestimmt, der Verlauf des Magnet-
feldes fiihrt aber ein ,,Geddchtnis“ ein und verhindert so die rdumliche Diffusion.
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Es soll nun zunéchst eine Simulationsmethode beschrieben werden, die auf je-
der Lingenskala von der Form des Propagators (1.44) Gebrauch macht. Danach
wird die in dieser Arbeit verwendete Methode dargestellt, bei der die Teilchenbe-
wegung allein auf zufélligen Schritten endlicher Lange sowohl fiir das Magnetfeld
als auch fiir die Bewegung entlang des Magnetfeldes beruht.

3.3.1 Die Propagator-Methode

Zur Simulation des sub—diffusiven Teilchentransportes kann man zunéchst die
Form des Propagators (1.44) explizit ausnutzen (Kirk et al. 1997; Gieseler et
al. 1997). Das Magnetfeld habe seine Hauptkomponente in z—Richtung. Geht nun
eine Magnetfeldlinie durch den Punkt (z = x4, 2 = 2), so ist die Wahrschein-
lichkeit, diese bei (z, z) zu finden, durch einen Gaufschen Propagator gegeben:

1

2,/mDy|z — 2|

Fiir ein Teilchen, das entlang des Feldes diffundiert und sich zur Zeit ¢ bei (zo, 2¢)
befindet, ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢t + At bei z zu sein, gegeben durch

P(z,z) =

exp [—(3: — 10)?/4Dy|z — zo\] . (3.45)

P(z,At) = b exp [—(z — z0)2/4/<c”At] : (3.46)

PAVETAVAY

Der erste Schritt dieser Monte-Carlo-Methode ist nun, zu gegebenem At ein
z gemif der Verteilung (3.46) zu finden. Das Ergebnis z = z; setzt man nun
in GL (3.45) ein, um mit dieser Gleichung einen dazu gehérenden Wert fiir
x = x1 zu erhalten. Um tatséchlich sub—diffusiven Transport zu erreichen, diirfen
die nachfolgenden Schritte nicht unabh#ngig sein. Jeder erreichte Punkt (o, z)
und (x1, z;) mufl gespeichert werden. Fiir den néchsten Schritt wird ein Wert
zo gemif Gl. (3.46) gewihlt. Es gibt nun drei Méglichkeiten: zo < min(zo, z1),
29 > max(2g, 2z1) oder zo liegt zwischen zwei bekannten Punkten der Feldlinie.
Um das zu z = 29 entsprechende z = x5 zu finden, berechnen wir die Wahr-
scheinlichkeit, da§ die Feldlinie durch (xs,25) und auch durch schon bekannte
benachbarte Punkte geht. In den ersten beiden Féllen wird dies erreicht durch
Ersetzen von |z — zg| durch zo — max/min(z, ;) und z — zy durch den entspre-
chenden Wert. Wenn aber z = 29 zwischen zweil bekannten Punkten der Feldlinie
liegt (z.B. (z0,20) und (z1,21)), wird die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir den
Punkt z berechnet durch

P(e,2) = ———exp[~(0 = 20)*/AD 5l (347)

2\[ 7TDM|Zbed‘

wobei 2y.q = (21— 2)(2—20) /(21— 20) und g = [20(21 — 2) +21(2 — 20)]/ (21 — 20)-
Das bedeutet, der Schwerpunkt dieser Verteilung liegt auf der Verbindungslinie
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der schon bekannten Stiitzstellen, und die Breite nimmt mit wachsendem Abstand
von diesen zu.

Diese Methode ist geeignet, sub-diffusives Verhalten auf jeder Lingenskala zu
beschreiben und liefert daher exakt die rdumliche Verteilung, wie sie in Kapitel 3.2
beschrieben wurde (Kirk et al. 1997). Sie hat jedoch ein prinzipielles Problem
bei der Simulation von Beschleunigung, da die Anzahl der Kreuzungen einer
gegebenen Oberfliche (Stofront) nicht eindeutig definiert ist. Die in Kapitel 3.1.2
dargestellten Prozesse lassen sich daher nicht implementieren. Auflerdem ist die
Anzahl der Simulationsschritte durch den Kernspeicher des Rechners begrenzt, da
dieser fiir die Speicherung des stindig anwachsenden Feldes der Magnetfeldpunkte
benétigt wird.

3.3.2 Die Zufallsschritt—Methode

Die im vorigen Kapitel beschriebenen Probleme lassen sich umgehen durch eine
Simulationsmethode, die sowohl fiir das Magnetfeld als auch fiir die Teilchenbe-
wegung zuféllige Schritte endlicher Lange benutzt. Das Magnetfeld wird dabei be-
schrieben durch eine sehr grofie Anzahl” von Stiitzstellen entlang der Hauptrich-
tung z (siehe Abb. 3.4). Zu jeder dieser Gitterstellen wird ein Wert Az; ; erzeugt,
der die Richtung des Magnetfeldes fiir zunehmendes z bestimmt. Dabei sei &
die Identifikationsnummer der Magnetfeldlinie und j die Nummer der Stiitzstel-
le. Die Werte von Az, ; entsprechen den Fluktuationen des magnetischen Feldes
und sind zunéchst gleichverteilt mit max(Ax; ;) o< db (siehe Gl. 1.32). Zwischen
den Stiitzstellen nehmen wir das Magnetfeld als gleichférmig an, so dafl zu jedem
Wert von z ein Wert von z durch lineare Interpolation gefunden werden kann.
Dariiber hinaus ist bei Verwendung eines speziellen Zufallszahlen—Generators,
wie er fiir die Datenverschliisselung benutzt wird (es wurde die Routine ‘ran4’
benutzt; sieche Press et al. 1992), nicht nétig diese Werte Ax; ; zu speichern, da
sie zu einer numerierten Sequenz von Zufallszahlen gehoren. Ist diese Sequenz
durch die Zahl 7 einmal initialisiert, so kann zu jedem beliebigen Wert j das ent-
sprechende Agw; ; abgerufen werden, ohne die Sequenz Az, ... Az, j_; erzeugen
zu miissen, wie es bei gewohnlichen Zufallszahlen—Generatoren nétig wére. Diese
Beschreibung kommt daher einer Generierung und Speicherung des Magnetfel-
des an den Stiitzstellen gleich, ohne jedoch den entsprechenden Kernspeicher zu
belegen.

Diese Methode simuliert zunichst Teilchen, die immer an eine bestimmte
Feldlinie gebunden sind. Anders ausgedriickt heifit das, daf} zu jeder Teilchen-
position in z (bei ruhendem Plasma, z.B. im Oberlauf) genau eine Position z

6Dieser Formalismus ist angelehnt an die quantenmechanische Beschreibung von Trajekto-
rien durch den Pfadintegral-Formalismus (siehe z.B. Feynman & Hibbs 1965).
"Diese ist nur begrenzt durch die Periode des verwendeten Zufallszahlen—Generators.
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1 : +1 |
S ~ Oberlauf

Stossfront

Az

7 ~ Unterlauf

Abbildung 3.4: Darstellung des stochastischen Magnetfeldes durch lineare Ndher-
ung auf der Lange Az. Der Abstand eines Teilchens von der Stofifront betréigt ;.
(Vergleiche Abb. 3.1). Die Magnetfeldlinie ist durch die Nummer 7 identifiziert,
wihrend die Stiitzpunkte durch j gekennzeichnet sind.

moglich ist. Einerseits ist es interessant den Teilchentransport in diesem Grenz-
fall zu studieren, der zu sub-Diffusion fiihrt, andererseits konnen Teilchen bei
k, # 0 von ihrer urspriinglichen Feldlinie dekorreliert werden (siehe Rechester &
Rosenbluth 1978). Durch die Benutzung der Anderung der z—Koordinate beim
Ubergang von einer Stiitzstelle zur nichsten, ist es aber sehr leicht moglich, ei-
ne Dekorrelation von einer Magnetfeldlinie zu beriicksichtigen. Dazu kann man
jedem Wert Az;; eine kleine von z unabhingige Komponente dx beimischen:
Az;; — Az; (1 —€) + oz e, mit € € [0,1]. Wiahrend fiir e = 0 ein Teilchen strikt
an eine Feldlinie gebunden ist (vgl. Gl. 1.34), gilt dies fiir ¢ = 1 nur auf der Skala
Az.

Die Diffusion der Teilchen entlang des Magnetfeldes wird ebenfalls in dis-
krete Schritte zerlegt. Das Gyrationszentrum eines Teilchens bewege sich dabei
wiahrend der mittleren Pitchwinkelstreuzeit At ungestort entlang des Magnetfel-
des. Nach jedem dieser Zeitschritte erfihrt der Pitchwinkel eine kleine zuféllige
Anderung. Auf diese Weise ist die Trajektorie des Gyrationszentrums des Teil-
chens zu jedem Zeitpunkt definiert. Dasselbe gilt natiirlich fiir den Ort der Stof}-
front, da diese sich mit wohldefinierter Geschwindigkeit fortbewegt (us, bzw. ;).
Dadurch ist es moglich, den Zeitpunkt der Stoflkreuzung zu bestimmen und den
Einflul der adiabatischen Invarianten gemé&fl Kapitel 3.1.2 zu beriicksichtigen.

Es wird nun noch ein Parameter benétigt, der die Skala definiert, auf der das
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Magnetfeld durch eine lineare Nidherung beschrieben werden kann. Dieser ver-
kniipft das Element Az mit einer physikalischen Linge. Dazu betrachten wir ein
Teilchen, das sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegt. Dieses lege in der Streuzeit
At einen Weg np,., Az zuriick, d.h. ¢cAt = nnaAz. Das bedeutet, dieses Teilchen
kann wihrend seiner freien Flugzeit At maximal ny,, € R>° lineare Abschnitte
des Magnetfeldes iiberstreichen.

Das Transportverhalten von Teilchen, die an eine Magnetfeldlinie gebunden
sind, ist mit dem Parameter n,,, verkniipft. Insbesondere sub—diffusiver Trans-
port zwischen zwei aufeinander folgenden Begegnungen eines Teilchens mit der
Stofifront ist nicht fiir jeden Wert von ng., realisiert. Dazu mufl ein Teilchen
sowohl mehrere Pitchwinkelstreuungen durchfithren (also mehrere Zeitintervalle
At durchlaufen), als auch ein Magnetfeld iiberstreichen, das sich auf dieser Skala
diffusiv verhélt. Betrachten wir dazu zunéichst ngn. << 1. In diesem Fall kann
sich ein Teilchen fiir sehr viele Zeitintervalle auf ein und demselben linearen Ma-
gnetfeldabschnitt bewegen. Um nach einer Stoflbegegnung zur Stoffront zuriick-
zukehren, sind dann im Mittel mehrere Pitchwinkelstreuungen nétig, aber das
dabei iiberstrichene Magnetfeld zeigt kein diffusives Verhalten. Fiir nma, > 1 ist
die Situation umgedreht. Zwar werden nun zwischen zwei Stolbegegnungen meh-
rere lineare Abschnitte des Magnetfeldes iiberstrichen, jedoch kann dies wiahrend
sehr kurzen Zeiten im Vergleich zu At geschehen, so dafl eine Pitchwinkeldiffusi-
on nicht mehr gegeben ist. Um sub—diffusiven Teilchentransport sicherzustellen,
mufl daher iiberpriift werden, ob tatséchlich im Mittel mehrere Pitchwinkelstreu-
ungen und gleichzeitig mehrere Intervalle Az zwischen einzelnen Stofibegegnun-
gen durchlaufen worden sind. Dies wird fiir Magnetfelder der Fall sein, die sich
beschreiben lassen durch ng,, ~ 1.

Der logische Ablauf der Simulation 148t sich folgendermafien zusammenfas-
sen: Ein Teilchen wird mit einem zufilligen Pitchwinkel an einem beliebigen
Schnittpunkt von Magnetfeldlinie und StoBfront injiziert. Danach bewegt es sich
zundchst ungestort auf dem momentanen linearen Abschnitt des Magnetfeldes.
Es gibt nun drei Ereignisse, deren Eintreffen im weiteren Verlauf zu iiberpriifen
ist:

1. Das Teilchen bewegt sich fiir die gesamte Zeit At auf demselben linearen
Abschnitt des Magnetfeldes. In diesem Fall ist die Koordinate am Ende
dieses Zeitabschnittes und ein neuer Pitchwinkel gemidfl y — p + dp zu
berechnen.

2. Innerhalb der Zeit At wird eine Stiitzstelle erreicht, an der sich die Magnet-
feldrichtung &dndert. Hier wird nun ein Ax; ;1 zur Festlegung der anschlie-
Benden Feldrichtung generiert. Es ist hier zu beachten, dafl der Betrag der
Feldstéirke von den Fluktuationen gemifl |B| = |By + 0 B| abhiingt. Da-
durch ist bei einer Anderung von §B, wie sie an den Stiitzstellen auftritt,
der Pitchwinkel analog zu Gl. (3.18) zu berechnen.
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3. Das Teilchen trifft die Stofifront. Der Zeitpunkt und der Ort dieses Ereig-
nisses ist eindeutig bestimmt, ebenso wie der Winkel, den das Magnetfeld
mit der StoBfront einschliefit. Der Pitchwinkel und der Impuls des Teil-
chen kann nun gemafl Kapitel 3.1.2 berechnet werden. Das entsprechende
Flufidiagramm ist in Abb. 3.5 dargestellt.

Es kann genau eines der Ereignisse (1) bis (3) eintreffen. Das bedeutet, das
Teilchen erreicht als néichstes entweder das Ende seiner freien Flugstrecke oder
einen Stiitzpunkt des Magnetfeldes oder die Stofifront. Bei den Ereignissen (2)
und (3) wird von der Pitchwinkelstreuzeit At die bis zum Eintreffen dieser
Ereignisse verstrichene Zeit At,, abgezogen und die Simulation fiir die Zeit
At = Aty = At — At,, fortgesetzt. Die Simulation eines speziellen Teilchens
ist im Prinzip beendet, wenn der Abstand |zs| von der Stofifront im Unterlauf
grofler als ein vorgegebener Wert ist: |z5] > Zpax > 0. In diesem Fall wird die
Simulation mit einer erneuten Injektion eines Teilchens auf einer verschiedenen
Magnetfeldlinie fortgesetzt.®

8Dies kann so realisiert werden, daf3 selbst Teilchen, die sich beliebig weit vom Stof} entfernt
haben, noch eine Mdoglichkeit haben zum Stofl zuriickzukehren. Siehe dazu die Beschreibung
auf Seite 91.
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Abbildung 3.5: Fludiagramm des Programms, welches durchlaufen wird, wenn
ein Teilchen die Stofifront trifft. Die einzelnen Berechnungen sind im Kapitel 3.1.2

beschrieben.
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Die magnetische Diffusivitit D,

Es wurde durch die Annahme, daf§ die Fluktuationen 6b(z) = §B(z)/|B,| des
Magnetfeldes nur von der Richtung z der Hauptkomponente B, des Feldes
abhéngig sind, explizit Gebrauch von der sog. quasi-linearen Néherung gemacht
(siehe Isichenko 1991; Kadomtsev & Pogutse 1979). In diesem Fall ist die magne-
tische Diffusivitdt gegeben durch

Dy = %_ [ (6b(z) - 6b(0)) d. (3.48)

Bei der Beschreibungsweise des Feldes durch lineare Ndherung innerhalb der
Zufallsschritt—-Methode gilt 6b(z) = const = 0b; fiir z € [jAz, (j + 1)Az). Damit
kann Gl. (3.48) geschrieben werden

S (3b; - 6by) Az (3.49)

Weiterhin sind die Fluktuationen fiir verschiedene Abschnitte Az (d.h. verschie-
dene j) statistisch unabhéngig. Dies bedeutet (6b; - 6by) = 0 fiir j # k£ und fiihrt
auf

1
Dy =3 (6b2) Az. (3.50)

Die Fluktuationen des Feldes werden nun gemi8 6b;-é, = Az; j/Az in der Simu-
lation umgesetzt. Dabei sei Az; ;/Az gleichverteilt iiber den Bereich 2bp,x mit
(Azi;/Az) € [~Dbmax, bmax]. In diesem Fall ist (6b7) = ((Azi;/Az)?) = bZ,../3 .
Der magnetische Diffusionskoeffizient D,, ist somit gegeben durch
1
Dy, = 5 b2 Az. (3.51)
Die longitudinale Korrelationsléinge dieses Feldes, d.h. die Skala entlang B, auf

der die Fluktuationen nicht statistisch unabhéngig sind, entspricht daher gerade
Az (vgl. Kadomtsev & Pogutse 1979).

Der Diffusionskoeffizient &
Die Diffusion eines Teilchens entlang der Magnetfeldlinien wird beschrieben durch

den Koeffizienten k, der laut Gleichung (1.24) mit dem Pitchwinkel-Diffusions-
koeffizienten D, (Gl. 1.25) gegeben ist durch

(3.52)
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Die Geschwindigkeit hochenergetischer Teilchen, wie sie hier betrachtet werden,
ist die Lichtgeschwindigkeit. Ausgedriickt mit den in diesem Kapitel eingefiihrten
Léngen— und Zeitskalen ist diese gegeben durch v = ¢ = npaAz/At . Damit wird
Gl. (3.52) z

M (A2)? (1-p?)?
/ sy (3.53)

Das Integral wird bestimmt durch die spezielle Form der Verteilung von ((Au)?).
Diese wird im néichsten Abschnitt explizit angegeben.

Pitchwinkelstreuung

Die Wechselwirkung eines Teilchens mit Irregularititen des Magnetfeldes fiihrt
zu zufilligen Anderungen des Pitchwinkels des Teilchens. Die GroBe dieser Ande-
rungen ist im Prinzip nur durch den Definitionsbereich o = arccosp € [0, 7]
begrenzt. Pitchwinkeldiffusion bezeichnet aber die symmetrische Anderung um
einen kleinen Winkel, d.h. Aa < 1. Gleichzeitig fiihrt Pitchwinkeldiffusion zu ei-
ner isotropen Verteilung. Das bedeutet: Unterliegen viele Teilchen mit demselben
anfinglichen Pitchwinkel unabhingigen Streuprozessen, so wird im Grenzfall vie-
ler Streuprozesse eine isotrope Verteilung erreicht. Diese Eigenschaften muf} eine
Simulation dieses Prozesses gewédhrleisten. Wir benutzen dazu eine spezielle, an
eine Gaufi—Kurve angelehnte Verteilung, die die Voraussetzungen erfiillt. W («, o)
sei die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Pitchwinkel o nach der Streuung eines
Teilchens mit dem urspriinglichen Pitchwinkel o zu erhalten:

W(a,a) = =), [_M] , (3.54)

2
202

mit einem Normierungsfaktor N (o', 0,), der nun auch vom urspriinglichen Pitch-
winkel o/ abhéingt, da diese Verteilung nicht mehr translationsinvariant ist. Unter
Benutzung dieser Verteilung erhilt man fiir einen geeignet gewéhlten Exponenten
g nach vielen Streuungen eine isotrope Verteilung fiir 4 = cos «, wie in Abb. 3.6
gezeigt ist, wobei ¢ = 0.59 gew#hlt wurde. Dies ist jedoch nur eine notwendige
und keine hinreichende Bedingung fiir die Beschreibung von Pitchwinkelstreuung.
Eine physikalisch korrekte Behandlung dieses Prozesses ist nur durch Betrachtung
der Stérungen méglich, die zur Anderung des Pitchwinkels fithren (siehe z.B.
Jokipii 1971). Da die hier dargestellten Ergebnisse nicht sensibel auf Details der
Pitchwinkelstreuung sind, stellt die Gleichung (3.54) eine geeignete Verteilung
dar, die leicht numerisch ausgewertet werden kann.

Um die Ergebnisse der Simulation mit dem analytisch gegebenen Propagator
vergleichen zu konnen, ist es jedoch notwendig, das Integral in ; (Gl. 3.53) mit



74 KAPITEL 3. BESCHLEUNIGUNG GELADENER TEILCHEN

300

Entries 10000000

250

200

150

100

50

O\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
—1 -0.75 —-0.5 —-0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

u

Abbildung 3.6: Pitchwinkelverteilung von 107 aufeinanderfolgenden Streuungen.
Dies fiihrt in guter Ndherung zu einer isotropen Verteilung in p. Fiir diese Ver-
teilung wurden die Parameter o, = 0.2 und ¢ = 0.59 benutzt.

Hilfe der Verteilung (3.54) zu berechnen. In Analogie zu dem Fall, in dem die
mittlere Streuung ((Ap)?) unabhiingig von p ist, definieren wir fiir das Integral
die GroBe ((Au)?)es auf folgende Weise

1 so [ (L= )
m_/ldu(l—u) .—_/ld,um- (3.55)

Die numerische Berechnung des Integrals auf der rechten Seite unter Benutzung
der Verteilung (3.54) mit o, = 0.2 und ¢ = 0.59 fiihrt so auf die mittlere quadrati-
sche Streuung ((Ap)?)eg = 0.031. Damit ergibt sich fiir den parallelen Diffusions-
koeffizienten (Gl. 3.53)

4  n? (Az)?

max

T 15 (A At

Ky (3.56)

Die Verteilung (3.54), mit den genannten Parametern, wird fiir alle weiter unten
beschriebenen Simulationen benutzt. Dazu wurde eine kumulative Verteilung an
50 Stellen fiir wiederum 50 Werte von cos o' berechnet.
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3.4 Ergebnisse

Um zu zeigen, dafl die hier dargestellte Methode tatsichlich geeignet ist, sub-
diffusiven Transport zu simulieren, wird zunéchst die rdumliche Verteilung von
Teilchen mit den in Kapitel 1.2 und 3.2 dargestellten analytischen Ergebnissen
verglichen. Dabei sind die Ergebnisse der Simulation mit der Form des Propa-
gators zu vergleichen, der analytisch explizit angegeben wurde. Weiterhin wurde
fiir die Dichteverteilung das Verhéltnis weit im Unterlauf mit dem an der Stelle
der Injektion (Stofifront) analytisch berechnet. Dieses 148t sich ebenfalls in der
simulierten Dichteverteilung iiberpriifen.

Die hier dargestellte Simulationsmethode ist aber nicht ausschlielich fiir sto-
chastische Magnetfelder geeignet. Hélt man die z—Komponente des Magnetfeldes
und damit Az;; (siehe Abb. 3.4) fest, so beschreibt man schrige Stoffronten.
Teilchenbeschleunigung bei dieser Konstellation ist sehr oft Gegenstand von ana-
lytischen sowie numerischen Untersuchungen gewesen (z.B. Webb et al. 1983;
Decker 1988; Kirk & Heavens 1989; Naito & Takahara 1995), so daf z.B. die hier
gefundenen Impulsspektren von beschleunigten Teilchen mit schon bekannten
Ergebnissen verglichen werden kénnen. Hierbei sind nicht mehr die statistischen
Eigenschaften des Magnetfeldes von Bedeutung, sondern hauptsichlich die Be-
wegung der Teilchen entlang des Feldes und im besonderen die Prozesse beim
Ubergang iiber die Stoffront, wie sie im Kapitel 3.1.2 beschrieben wurden.

Im Kapitel 3.4.3 werden schliefilich Impulsspektren dargestellt, wie sie fiir
Teilchen erhalten werden, die sich in einem stochastischen Magnetfeld bewegen,
das hauptséchlich senkrecht zur Stofinormalen gerichtet ist. Dariiber hinaus eig-
net sich die benutzte Methode auch, um deren Dichte— und Pitchwinkelverteilung
darzustellen.

3.4.1 Propagator und Dichteverteilung

Zunichst schreiben wir den Propagator (1.44) mit Hilfe von dimensionslosen Ko-
ordinaten. Dieser wird dann zu®

Per) = 5o e [ tas) o) (3.57)
mit
B (D%S’fn) 3 i T (D%s’fn) 3 b 3:59)

wobei u, = [s¢ die Stoigeschwindigkeit ist. Diese Form des Propagators gilt
97u beachten ist die Normierungsbedingung [ P(z,t)dz =1 = [ P(¢,7)d€.
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Abbildung 3.7: Normierte Verteilungen fiir sub—diffusiven Transport (e = 0) bei
einer dimensionslosen Zeit 7 = 1.0 fiir Teilchen, die bei £ = 0 und 7 = 0 injiziert
wurden (siehe Gl. 3.58); fiir » = 1 und fiir im Unterlauf komprimiertes Plasma
mit r = 4. Die senkrechten gepunkteten Linien befinden sich bei & = 0 und
& = 7/r (d.h. —1 und —1/4). Die durchgezogene Linie stellt fiir den Fall r =1
den Verlauf des durch die Formel (3.57) analytisch gegebenen Propagators dar.
Es wurden folgende Parameter gewéhlt: 8, = 0.0001, nmax = 0.5, bpnax = 0.05,
((Ap)®)eg = 0.031, t = 3909A¢ und die Anzahl der unabhingigen Teilchen ist
jeweils 2.53 - 106.

zunéchst nur fiir » = 1, d.h. kontinuierlichen Plasmafluf} iiber die Injektionsfliche
der Teilchen (gleich StoBfront fiir 7 # 1). Verwenden wir die in Form der speziel-
len Simulationsparameter ausgedriickten Koeffizienten Dy, und «; (Gl. 3.51 und
Gl. 3.56), so erhalten wir

1
_ Bs((Ap)?)err\3 =
1
_ s Mnax ((Ap)*)esr | 3 ¢
T = 3(5 b > AL (3.60)

wobei wieder ¢ = Ny Az/At benutzt wurde. Analog zu z fiihren wir noch den
dimensionslosen Abstand &; eines Teilchens mit der Koordinate & zur Stoflfront
ein:

& =E6—T. (3.61)
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Abbildung 3.8: Normierte Verteilung fiir diffusiven Transport (e = 1) bei ei-
ner dimensionslosen Zeit 7 = 1.0 fiir einen kontinuierlichen Plasmafluf iiber die
StoBfront (r = 1). Der Schwerpunkt der bei £ = 0 und 7 = 0 injizierten Teil-
chen befindet sich bei £ = & — 7 = —1. Die durchgezogene Linie stellt einen ’Fit’
durch eine Gaul—Verteilung dar. Die gewidhlten Parameter sind identisch mit den
in der Beschreibung von Abb. 3.7 angegebenen. Die Anzahl der Teilchen betrégt
2.6 -10°.

Die Beschreibung durch & kommt einer Transformation in ein Koordinatensy-
stem gleich, in dem die Stoffront ruht. Da wir (speziell in diesem Abschnitt) nur
nicht-relativistische Sto3geschwindigkeiten betrachten, brauchen wir fiir Koordi-
natentransformationen senkrecht zur Stofifront nur Transformationen mit g5, < 1
zu beriicksichtigen.

Seien Teilchen bei 7 = 0 und £ = 0 injiziert, so beschreibt P(&;) = P(&+7,7T)
den Abstand der Teilchen von der Injektionsebene zur Zeit 7. In Abb. 3.7 ist der
Ort von Teilchen nach der Zeit 7 = 1 gezeigt, die bei 7 = £ = 0 (rechte gepunkte-
te Linie) an einem beliebigen Abschnitt verschiedener Magnetfeldlinien injiziert
wurden. Fiir kontinuierlichen Plasmafluf}, d.h. » = 1, wird sich das Teilchenpa-
ket entlang & ausbreiten und dabei durch die Plasmabewegung bis zu £ = —1
verschoben (linke gepunktete Linie). Die entsprechende normierte Verteilung der
Monte-Carlo-Simulation ist in Abb. 3.7 dargestellt. Auflerdem ist durch eine
durchgezogene Linie der Verlauf des analytisch durch Gl. (3.57) gegebenen Pro-
pagators gezeigt. Dabei ist zu bemerken, daf die Ubereinstimmung dieser Kurve
mit der Monte—Carlo—Simulation sehr gut ist. Dies ist nicht trivial, da von der
expliziten Form des Propagators bei der verwendeten Simulationsmethode kein
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Gebrauch gemacht wurde.

Im Falle einer Kompression im Unterlauf-Plasma wird der Schwerpunkt der
Verteilung mit der Geschwindigleit u,/r fortbewegt. Fiir die benutzten Parame-
ter bedeutet das, dafl dieser in der Zeit 7 von & = 0 bis & = —1/4 fortschreitet.
Die mittlere gepunktete Linie befindet sich bei & = —1/4. Aulerdem wird das
Teilchenpaket durch die Kompression des zur Stofinormalen hauptséichlich senk-
rechten Magnetfeldes ebenfalls komprimiert.

Wie in Kapitel 3.3 beschrieben wurde, ist es leicht moglich Teilchen zu simulie-
ren, die nicht zeitlich unbegrenzt an eine einzelne Magnetfeldlinie gebunden sind.
In diesem Fall mufl der Berechnung der einzelnen Magnetfeldabschnitte eine rein
zufillige Komponente beigemischt werden. Im Extremfall bewegt sich das Teil-
chen nicht auf einem statischen Magnetfeld (das natiirlich durch die StoBdynamik
rdumlich bewegt ist), sondern jeder einzelne Abschnitt Az des Feldes, auf dem
sich das Teilchen bewegt, ist unabhingig von seiner Vorgeschichte. Dies fiihrt da-
zu, dafl die Bewegung der Teilchen auch in der Richtung senkrecht zu B, diffusiv
wird und durch eine Gaufische Verteilung (Gl. 1.29) beschrieben wird (siehe Kirk
et al. 1996). In Abb. 3.8 ist nun eine Simulation mit dem Dekorrelationsparame-
ter e = 1 dargestellt. Diffusives Verhalten entlang der Richtung x (bzw. &) wird
erreicht auf Skalen, auf denen viele lineare Abschnitte des Feldes iiberschritten
werden miissen. Das bedeutet > b,,xAz, bzw. fiir die in Abb. 3.8 gewihlten
Parameter £ > 0.26. Dies ist bei der abgebildeten Verteilung sicherlich gegeben;
entsprechend gut ist die Ubereinstimmung mit der angepafiten Gaufi-Kurve.

Wihrend die Darstellung des Propagators eine Auflésung in der Zeit verlangt,
ist dies fiir die in Kapitel 3.2 dargestellte Dichteverteilung nicht nétig. Zur Simu-
lation der Verteilung (3.41) kann der Abstand eines Teilchens von der Stoffront
nach jedem Zeitabschnitt At benutzt werden. Diese Grofe ist zunéchst fiir einen
kontinuierlichen Plasmaflu8 (r = 1) gegen & in Abb. 3.9 aufgetragen. Fiir grofie
negative Werte von &, strebt diese Verteilung einen konstanten Wert an, auf den
diese normiert wurde (n(—oc) := 1). Gemif8 Gleichung (3.42) sollte dann die
Dichte an der Stelle der Injektion (Stoffront) um den Faktor 2/3 reduziert sein
(n(0) = 2/3). Dies ist in Abb. 3.9 durch die entsprechende gestrichelte Linie an-
gedeutet. Dieser Wert wird bei der Simulation mit grofler Genauigkeit erreicht.
Bei den hier gewéhlten Parametern ist die Zeit zwischen zwei Kreuzungen der
Injektionsebene (oder auch jeder anderen Ebene) im Mittel t = 11.4 A¢, wihrend
die Anzahl der iiberstrichenen linearen Feldabschnitte im Mittel z = 3.3 Az be-
tragt. Dies kann somit als ausreichend angesehen werden, um tatséchlich ideales
sub-diffusives Verhalten mit ((Az)?) o t'/2 zu erzeugen.

Die in Kapitel 3.2 abgeleiteten Aussagen gelten unter der Voraussetzung, daf
die Pitchwinkelverteilung annéhernd isotrop ist. Das ist sicherlich gegeben fiir
einen kontinuierlichen Plasmaflul (r = 1), da hier kein ProzeB fiir eine Ande-
rung dieser Verteilung sorgen kann. Die oben beschriebenen Simulationen zeigen
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Abbildung 3.9: Monte-Carlo—Simulation der Dichteverteilung n(&;) fiir kontinu-
ierlichen Plasmaflufl (r = 1), normiert auf die weit im Unterlauf konstante Dich-
te, fiir Teilchen, die strikt an das Magnetfeld gebunden sind. Die gestrichelte
Linie befindet sich bei 2/3. Es wurden folgende Parameter gewéhlt: 55, = 0.0001,
Nmax = 0.5, bmax = 0.05, ((Au)?)eg = 0.031. Die Anzahl der unabhiingigen Teil-
chen ist 3.2 - 10%.

dieses Verhalten. Es gibt keine signifikanten Abweichungen von der in Abb. 3.6
dargestellten Verteilung.

Fiir im Unterlauf stark komprimiertes Plasma (z.B. r = 4) ist diese Annahme
der isotropen Pitchwinkelverteilung nur noch eingeschrinkt giiltig. Der Pitchwin-
kel unterliegt zuniichst bei jedem Ubergang oder Reflexion von der Stofifront einer
Anderung, jedoch sorgt die fortwihrende Pitchwinkelstreuung fiir eine Isotropisie-
rung im Ober— und Unterlauf. Direkt an der Sto3front kann die Pitchwinkelvertei-
lung jedoch von der Isotropie abweichen. Dies wird durch Abb. 3.10 verdeutlicht.
Dort ist jeweils der Pitchwinkel der Teilchen, gemessen im ORS,!° zu einem Zeit-
punkt, der unmittelbar vor oder nach einer Stolbegegnung liegt. Die gepunkte-
ten Linien markieren den maximalen Pitchwinkel (gemessen im dHTS), mit dem
Teilchen im Oberlauf von der StoBfront reflektiert werden kénnen. Der Winkel
ist gegeben durch |fimax| < 1/1 — 1/7 (sieche Gl. 3.27, mit der Annahme ~, = 1).
Das bedeutet, alle Teilchen die im ORS (und damit auch im dHTS) einen Pitch-

10Sjehe Kap. 3.1.2. Wegen der hier benutzten sehr kleinen Stoigeschwindigkeit &ndern sich
die angegebenen Groflen beim Ubergang zum URS nicht. Daher wird hier die Unterscheidung
zwischen ORS— und URS—Koordinaten fallengelassen.
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Abbildung 3.10: Pitchwinkelverteilung bei einem Kompressionsverhéltnis von r =
4 fiir Teilchen, die sich vor (oder nach) der Stoflbegegnung (a) im Oberlauf oder
(b) im Unterlauf befinden. Die gepunkteten Linien stellen den maximalen Betrag
des Pitchwinkels dar, bei dem Teilchen im Oberlauf von der Stofifront reflektiert
werden konnen. Alle Parameter sind mit denen von Abb. 3.11 identisch. Die
Normierung ist willkiirlich.

winkel groBer als |fimay| haben, werden in die Unterlauf Region transmittiert."!

Das bedeutet wiederum, dafl die Anzahl der Teilchen mit diesen Pitchwinkeln im
Oberlauf reduziert wird (sog. Verlustkegel). Bei einer Reflexion wird, gemessen
im ORS, der Betrag des Pitchwinkels vergroflert, so dafl es im ORS auch zu einer
Reduzierung der Teilchen mit Pitchwinkel um Null kommt. Im Unterlauf spielen
solche Prozesse jedoch keine entscheidende Rolle, so daf hier die Verteilung durch
fortwiahrende Pitchwinkelstreuung selbst unmittelbar an der Stofifront annéhernd
isotrop gehalten wird (siehe Abb. 3.10)."2

Die nicht-isotrope Pitchwinkelverteilung im Oberlauf hat Konsequenzen fiir

1 Falls es kein dHTS gibt, also bei ‘superluminalen’ Stofifronten, werden Teilchen unabhiingig
von ihrem Pitchwinkel grundsétzlich transmittiert.

12Der Grund fiir die geringere Auflésung in yu liegt darin, dafl durch die Diskretisierung nur
wenige mogliche Pitchwinkel in dem Verlustkegel im Oberlauf liegen. Diese werden aber iiber
den ganzen Bereich von g im Unterlauf verteilt.
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die Kontinuitét der Dichteverteilung an der Stofifront. Betrachten wir dazu das
Liouville-Theorem im dHTS. Fiir die Phasenraumdichte entlang der Trajektorie
von Teilchen, die die Stoffront kreuzen, gilt dann

flx,p)= [« p), (3.62)

wobei die Tilde zur Bezeichnung der Gréflen im dHTS weggelassen wurde.
Unterlauf-Groflen sind gestrichen. Fiir die Teilchendichte an einem Ort & mit
Pitchwinkel p gilt

n(@,1) = [ f(z,p)p*dpdo. (3.63)

Im dHTS ist nun der Impulsbetrag iiber die Stofifront erhalten, auBlerdem be-
trachten wir wieder die Verteilung als gyrotropisch. Sei nun x ein Ort auf der
infinitesimal diinnen Stofifront, so folgt aus Gl. (3.62) und GIl. (3.63) an dieser
Stelle

ne(p) = my (1) | (3.64)

dabei bezeichne der Index ¢, dafl dies nur fiir tatséichlich transmittierte Teilchen
gilt. Die Pitchwinkel p und ' sind durch die Beziehung (3.26) verkniipft. Die
iiber p integrierte Teilchendichte setzt sich im Oberlauf zusammen aus der Dichte
der Teilchen, die transmittiert werden, und der Dichte derjenigen Teilchen, die
reflektiert werden:'3

ny = 7gnr(u) dp + /1 ny(p) dp, (3.65)
n_ = /lné(,u')d,u', (3.66)

wobei p, der Grenz—Pitchwinkel fiir Transmission ist (siehe Gl. 3.27). Sei nun
die Oberlauf-Verteilung der transmittierten Teilchen unabhéngig von pu, d.h.
ni(p) = ny, so gilt dies wegen Gl. (3.64) auch fiir die Dichte im Unterlauf, d.h.
ny(u') = n} = ny. Schreiben wir 7, fiir einen geeigneten Mittelwert der im Ober-
lauf reflektierten Verteilung, so gilt unter Benutzung des Mittelwertsatzes der
Integralrechnung fiir die Differenz aus Gl. (3.65) und Gl. (3.66)

n+—n_:(ﬁr—nt),/1—%. (3.67)

Diese Beziehung gibt nun die Differenz der Dichten im Oberlauf und Unterlauf
direkt an der Stelle der StoBfront an. Eine analoge Rechnung fiir die Teilchen,

13Wir koénnen uns ohne Beschréinkung der Allgemeinheit auf x4 > 0 beschréinken.
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Abbildung 3.11: Monte-Carlo-Simulation der Dichteverteilung n(&;) fir r = 4,
normiert auf die im weit im Unterlauf konstante Dichte, fiir Teilchen, die strikt
an das Magnetfeld gebunden sind. Die gestrichelte Linie befindet sich bei 2/3.
Es wurden folgende Parameter gewihlt: 5; = 0.002, npax = 0.5, bpnax = 0.05,
((Ap)?)eg = 0.031. Die Anzahl der unabhéngigen Teilchen ist 2.1 - 10°.

die sich vom Unterlauf in den Oberlauf bewegen, ergibt unter denselben Vor-
raussetzungen keinen Beitrag zur Differenz der Dichten, so dafi Gl. (3.67) die
vollstindige Dichtedifferenz aller Teilchen an der Stofifront angibt. Wir haben zu
Grunde gelegt, dafl der Neigungswinkel zwischen Stofifront und Magnetfeld einen
festen Wert hat, bei dem ein dHTS existiert. Aulerdem wurde angenommen,
dafl die Oberlauf-Pitchwinkelverteilung der transmittierten Teilchen isotrop in p
ist. Gleichung (3.67) zeigt nun, daf} selbst bei diesen Annahmen die Dichtever-
teilung an der Stoffront nicht stetig sein mufl. Stetigkeit wiirde streng nur fiir
r=1= 1, = 1 gelten (vgl. Abb. 3.9). Fiir r # 1 fiihrt eine mittlere Dich-
te n, der reflektierten Teilchen, die verschieden ist von der konstanten Dichte
n; der Teilchen, die transmittiert werden, zu einer Unstetigkeitsstelle der Dichte
an der StoBfront, gerade auch unter Beriicksichtigung des Liouville-Theorems.
In Abb. 3.11 ist die Dichteverteilung fiir ein Kompressionsverhéltnis von r = 4
dargestellt. Die entsprechende Pitchwinkelverteilung zeigt Abb. 3.10.1

Bei der Wahl der Parameter, die zu Abb. 3.10 und 3.11 gefiihrt haben, er-

14Es ist jedoch zu beachten, daB diese Verteilungen im ORS bzw. URS gemessen worden sind.
Auflerdem ist hier iiber alle méglichen Neigungswinkel des Magnetfeldes gemittelt, insbesondere
auch fiir ‘superluminale’ Stoflfronten, bei denen kein dHTS existiert.
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Abbildung 3.12: Monte-Carlo-Simulation der Dichteverteilung n(;) fiir konti-
nuierlichen Plasmaflu8 (r = 1), normiert auf die im Unterlauf konstante Dich-
te, fiir Teilchen, die nur auf der Linge Az an das Magnetfeld gebunden sind.
Es wurden folgende Parameter gewihlt: 5; = 0.001, npax = 0.5, bpnax = 0.05,
((Ap)?)eg = 0.031. Die Anzahl der unabhéngigen Teilchen ist 1 - 10°.

gibt sich fiir die mittlere Anzahl der Zeitschritte zwischen zwei Stoflkreuzungen
t = 7.4 At, wihrend die Anzahl der linearen Magnetfeldabschnitte, die ein Teil-
chen iiberstreicht, z = 2.6 Az betriagt. Auflerdem ist die Pitchwinkelverteilung im
Unterlauf ndherungsweise isotrop, so dafl dort die Bedingungen fiir sub—diffusives
Verhalten gegeben sind. Der Grenzwert der normierten Dichteverteilung ist so-
mit im Unterlauf wieder mit sehr grofier Genauigkeit geméfi Gl. (3.42) durch
2/3 (gestrichelte Linie) gegeben. An der Stelle der Stofifront zeigt die Verteilung
eine Diskontinuitéit. Gleichung (3.67) kann wegen der zur Herleitung gemachten
Annahmen nicht quantitativ diesen Sprung beschreiben, jedoch zeigen die Simu-
lationen qualitativ genau das von GI. (3.67) beschriebene Verhalten.'

Bei diffusiver Bewegung der Teilchen im Raum stellt sich bei Injektion von
Teilchen an der Stofifront im Unterlauf eine konstante Dichte ein (siehe z.B.
Drury 1983; Kirk et al. 1994). In den hier vorgestellten Simulationen wird dies
erreicht durch eine Dekorrelation der Teilchen von der Magnetfeldlinie auf Skalen
entlang des Feldes die grofier sind als Az (vgl. Abb. 3.8 und den zugehéorigen
Text). Abbildung 3.12 zeigt eine Simulation von diffusivem Teilchenverhalten fiir

5Tnsbesondere gilt auch ny > n_, wenn man als sog. Maxwellscher Démon kiinstlich eine
Pitchwinkelverteilung mit 7, > n; erzeugt.
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kontinuierlichen Plasmaflufi. Die Dichte zeigt links von der Stelle der Injektion

(&s = 0) einen konstanten Verlauf und fillt im Oberlauf des Plasmas exponentiell
ab.

Im allgemeinen kann das Transportverhalten von Teilchen natiirlich auch im
Bereich zwischen sub—-Diffusion und Diffusion liegen. Dies hingt von der Stirke
der Dekorrelation der Teilchen von der Magnetfeldlinie ab. Im Prinzip 148t sich bei
geeignet gewihltem Dekorrelationsparameter € dieser Bereich sehr leicht mit der
hier beschriebenen Methode simulieren (siehe Kap. 3.1.2). Die Abbildungen 3.9
und 3.12 beispielsweise wiirden dann die Grenzfille der moglichen Dichtevertei-
lungen wiederspiegeln. Es kam hier aber zunéchst darauf an, die Simulationen mit
den analytischen Vorhersagen zu vergleichen und diese abzubilden. Dies wieder-
um ermoglichte eine Untersuchung der Annahmen iiber die Pitchwinkelverteilung
und deren Einfluf} auf die Teilchendichte.

Im n#chsten Abschnitt sollen nun Impulsspektren bei schrigen nicht—sto-
chastischen Stofifronten untersucht werden. Das bedeutet, der anomale Transport
wird zunéchst ausgeblendet, und es ergibt sich die Moglichkeit, die Simulation
des Beschleunigungsvorgangs selbst zu untersuchen.
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3.4.2 Spektralindex bei schriger Stof3front

Die hier dargestellte Methode zur Monte—Carlo—Simulation eines stochastischen
Magnetfeldes eignet sich auch zur Simulation von schrigen Stoffronten. Die-
ses Problem ist sehr hiufig Gegenstand von analytischen (Bell 1978; Dru-
ry 1983; Webb et al. 1983; Achterberg & Ball 1994), numerischen (Terasa-
wa 1979; Decker 1988; Kirk & Heavens 1989) und insbesondere Monte—Carlo—
Untersuchungen (Ostrowski 1991; Naito & Takahara 1995) gewesen.

Es sollen im folgenden Ergebnisse der Simulationen fiir schrige ‘subluminale’
StofBfronten ohne stochastische Komponente dargestellt werden. Auflerdem seien
die Teilchen strikt an das Magnetfeld gebunden. Bei der in Kapitel 3.3.2 dar-
gestellten Methode erreicht man dies durch ein geeignet gewéhltes konstantes
Az; ; und durch Setzen des Dekorrelationsparameters e = 0. Alle anderen Kom-
ponenten, d.h. die Simulation der Pitchwinkelstreuung und im besonderen die in
Kap. 3.1.2 beschriebenen Transformationen bleiben ungeéndert.

Es werden Teilchen mit dem Impuls p = py an der Stofifront in Richtung Ober-
lauf mit beliebigem Pitchwinkel 1o < p < 1 injiziert.'® Der Impuls wird dann bei
jeder StofSwechselwirkung im ORS gemessen, wobei mit der Differenz aus Stofige-
schwindigkeit us; und Projektion der Teilchengeschwindigkeit in Bewegungsrich-
tung des Stofles gewichtet wird, da wir an der Dichte f(p) = f(p,& = +0) und
nicht am Fluf} interessiert sind. Diese Dichte der Teilchen mit Impuls p tragen
wir gegen dquidistante ,bins“ in log(p) auf, wobei p auf den Injektionsimpuls
normiert ist (d.h. p =1 bei Injektion). Sei f(p) x p~*, so erhalten wir

AN  N(p)Ap
Alog(p) — Alog(p)

Zur Bestimmung von s passen wir dieser Verteilung eine Kurve der Form

=pN(p) xp*f(p) x p*T2. (3.68)

y = 10P11P2® (3.69)

an. Der Spektralindex s ist dann durch p, = —s + 3 gegeben.

Die Simulation einzelner Teilchen wird beendet, wenn diese einen maxima-
len Impuls iiberschritten haben oder sich weit im Unterlauf befinden, so daf} die
Wahrscheinlichkeit zur Stofifront zuriickzukehren verschwindent klein wird. Im
Falle von Stofifronten mit Neigungswinkeln, die in der Ndhe von ¢ < 90° liegen,
ist die Dichte unmittelbar vor der StoBfront im Oberlauf maximal (siehe auch
Ostrowski 1991), und die Teilchen gewinnen hauptsichlich durch Reflexion an
der Stofifront Energie, so dafl sie in kurzer (Simulations—) Zeit den maximalen
Impuls erreichen kénnen. Mit zunehmend parallelem Magnetfeld werden die Teil-
chen hauptséchlich durch den Stofl transmittiert und gewinnen dabei weniger
Energie. Dabei wird das Spektrum steiler, was bedeutet, dafl der maximale Im-

$Dabei sei pg der kleinste mogliche Pitchwinkel, fiir eine Injektion in Richtung Oberlauf.



86 KAPITEL 3. BESCHLEUNIGUNG GELADENER TEILCHEN

= g P 8.783
N~— — —
= s P2 0.4614
9 8|
3 0%
o =
Z L
< [
107
10°E
0%
104k | \ \ |
2 4 6 8 10
Log(p/po)

Abbildung 3.13: Monte-Carlo-Simulation des Impulsspektrums bei schriger
StoBfront und Kompressionsverhéltnis » = 4. Die Geschwindigkeit der Stof3-
front betragt us = 0.01 und der Neigungswinkel im Oberlauf ist gegeben durch
us/ cos ¢ = 0.3. Die durchgezogene Linie stellt eine Anpassung eines Potenzgeset-
zes mit den Parametern p; und p, dar (Gl. 3.69). Damit ergibt ein Spektralindex
von s = 3.46. (Die Anzahl der unabhiingigen Teilchenpakete ist 3.1 - 105.)

puls erst sehr viel spéter erreicht werden kann. Dies fiihrt zu einer signifikanten
Verschlechterung der Statistik. Ein Ausweg ist jedoch, in diesem Fall zunéchst
die Entweichwahrscheinlichkeit P in die Unterlauf-Region fiir den Fall zu be-
stimmen, daf} ein Teilchen die Stofifront vom Oberlauf in den Unterlauf kreuzt.
Ist dieser Wert von P einmal bestimmt, kann man zu einer Simulationsme-
thode iibergehen, die den Transport der Teilchen mit Messung des Impulses und
Pitchwinkels nur im Oberlauf des Stofles beriicksichtigt. Es ist dadurch méglich
auch bei beliebig steilen Spektren, Teilchen bis zu sehr hohen Impulsen mit gerin-
gem numerischen Aufwand zu simulieren. Dabei wird jedem Teilchen ein Gewicht
g gegeben, das bei jeder Stoflkreuzung vom Oberlauf in den Unterlauf gemé&f
g = g (1 — Py.) reduziert wird. Die Teilchen werden dann solange mit jeweils
zufilligen Pitchwinkeln und dem neuen Gewicht vom Unterlauf in den Oberlauf
injiziert, bis sie den maximalen Impuls erreicht haben. Man kann sich vorstellen,
dafl jedes Teilchen ein Paket von Teilchen darstellt, dessen Anzahl durch das Ge-
wicht g bestimmt wird. Konkret bedeutet das fiir die Anzahl der Teilchen, die
mehr als n—mal die Stofifront vom Oberlauf in den Unterlauf kreuzen:

N(>n) = Ny (1 — Puo)". (3.70)

Dabei ist Ny die Anzahl der Teilchen, die die Stofifront mindestens einmal in
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Abbildung 3.14: Vergleich der Spektralindizes der Monte—Carlo—Simulation mit
numerischen Berechnungen von Kirk & Heavens (1989), bei einem Kompressi-
onsverhéltnis r = 4, fiir schrige Stofronten mit verschiedenen Stogeschwindig-
keiten und Neigungswinkeln. Die durchgezogene Linie stellt die Ergebnisse von
K&H (1989) fiir us = 0.01 dar. Fiir diesen Wert von ug zeigen die Punkte die Er-
gebnisse der hier beschriebenen Monte—Carlo—Simulationen. Entsprechend stellen
die Sterne und die gestrichelte Linie die Spektralindizes fiir u, = 0.1 dar.

Richtung Unterlauf kreuzen. Durch Auftragen des integralen Spektrums N (> n)
gegen n a8t sich Py, bestimmen. Speziell fiir Situationen, in denen das Impuls-
spektrum sehr steil ist (s & 4), ist dies mit héherer Genauigkeit méoglich, als die
direkte Bestimmung des Impulsspektrums.

In Abb. 3.13 ist ein Impulsspektrum dargestellt, das iiber die Bestimmung der
Entweichwahrscheinlichkeit und anschlieBender Simulation im Oberlauf bestimmt
wurde. Die statistische Genauigkeit ist sehr grofl. Der Fehler an den Spektralindex
wird dominiert durch systematische Unsicherheiten. Diese sind gegeben durch ei-
ne Uberbestimmung des Spektralindexes durch die endliche Simulationszeit. Da,
die Simulation eines Teilchens bei der Bestimmung der Entweichwahrscheinlich-
keit bei einem endlichen Abstand von der Stofront abgebrochen wird, kann dies
zu einer Uberbestimmung von P fithren. Dies hat dann direkt ein etwas steileres
Spektrum zur Folge.

In Abb. 3.14 ist der Spektralindex, wie er durch die hier beschriebenen Si-
mulationen erhalten wird, direkt mit einer semi—analytischen Lésung der Trans-
portgleichung von Kirk & Heavens (1989) verglichen. Aufgetragen ist der Spek-
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Abbildung 3.15: Monte—Carlo—Simulation des Impulsspektrums bei einem Kom-
pressionsverhiltnis r = 3. Fiir Teilchen, die streng mit dem Magnetfeld korreliert
sind (e = 0), ergibt sich ein Spektralindex von s = 5.55, wihrend fiir eine Kor-
relation auf der Lingenskala Az (¢ = 1) der Spektralindex s = 4.24 ist. Die
Geschwindigkeit der Stofifront betrégt u; = 0.001. Die Anzahl der unabhéngigen
Teilchen ist 4 - 105 (bei e = 0) und 1.8 - 10° (bei e = 1).

tralindex s der Phasenraumdichte gegen die Sto3geschwindigkeit entlang der Ma-
gnetfeldlinie im Oberlauf Ruhesystem wu/ cos(¢). Die Punkte und Sterne stellen
die Ergebnisse der hier beschrieben Monte-Carlo-Methode fiir zwei verschiede-
ne Stofigeschwindigkeiten dar. Entsprechend sind fiir diese Stofigeschwindigkeiten
die Ergebnisse von K&H (1989) durch Linien dargestellt. Fiir die meisten Werte
ist die Ubereinstimmung besser als 1%.

3.4.3 Spektralindex bei stochastischem Magnetfeld

Die in Kap. 3.3.2 dargestellte Simulationsmethode fiir stochastische Magnetfel-
der war nur durch Fallenlassen des zufélligen Charakters der Magnetfeldrichtung
abgedndert worden, um die in Kap. 3.4.2 dargestellten Ergebnisse fiir schrige
Stoffronten zu erhalten. Hier sollen nun die Ergebnisse fiir den Spektralindex
bei stochastischem Magnetfeld dargestellt werden, dessen Hauptkomponente B
senkrecht zur StoBnormalen liegt. Dabei sind wir insbesondere an dem Fall inter-
essiert, bei dem der Teilchentransport sub—diffusives Verhalten mit ((A£)?) oc ¢1/2
zeigt, bzw. durch den Propagator (3.57) beschrieben wird.
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Abbildung 3.16: Monte—Carlo—Simulation des Impulsspektrums bei einem Kom-
pressionsverhiltnis » = 4. Fiir Teilchen, die streng mit dem Magnetfeld korreliert
sind (e = 0), ergibt sich ein Spektralindex von s = 4.88, wihrend fiir eine Kor-
relation auf der Lingenskala Az (¢ = 1) der Spektralindex s = 3.88 ist. Die
Geschwindigkeit der Stofifront betrégt u; = 0.001. Die Anzahl der unabhéngigen
Teilchen ist 5 - 10° (bei € = 0) und 1.5 - 10° (bei e = 1).

In Kapitel 3.4.1 wurde schon dargestellt, dafl nicht fiir beliebige Parameter
Nmax die Bedingungen fiir sub-diffusives Verhalten erfiillt sind. Ist dies jedoch
sichergestellt, so ist der Spektralindex s des resultierenden Impulsspektrums in
erster Ndaherung unabhéngig von der Stofigeschwindigkeit u, und der Grofle der
Fluktuationen by, des Magnetfeldes, solange by, < 1 gilt. Der Spektralindex ist
dann eine Funktion des Kompressionsverhéltnisses . Wir wihlen hier zunéchst ei-
ne nicht-relativistische Stolgeschwindigkeit u; = 0.001 und Fluktuationen senk-
recht zu By, die gegeben sind durch by,, = 0.05. Fiir die maximale Anzahl der
von einem Teilchen iiberstrichenen Stiitzstellen wurde dann bei den folgenden
Impulsspektren n,, = 0.5 gewihlt. Die Realisierung der Pitchwinkelstreuung
bleibt mit ((Au)?)eg = 0.031 gegeniiber dem oben Dargestellten unveriindert.

Bei schriagen Stoffronten ohne stochstischen Anteil, stellt die Bewegung senk-
recht zur Stoffront quasi eine Projektion der Diffusion entlang der Magnetfeldli-
nie dar und ist daher durch das gleiche diffusive Verhalten geprigt. Das bedeutet
insbesondere, dafl die Entweichwahrscheinlichkeit in Richtung Unterlauf bei je-
der einzelnen Stofliiberquerung unabhéngig von der Vorgeschichte der Teilchen
ist. Das ermoglichte die Teilchenbewegung im Unterlauf bei der Impulsbestim-
mung durch einen einzigen Parameter, die Entweichwahrscheinlichkeit P, zu
ersetzen (wie in Kap. 3.4.2 beschrieben). Eine Simulation der Bewegung weit
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Abbildung 3.17: Monte—Carlo—Simulation des Impulsspektrums bei einem Kom-
pressionsverhéltnis r = 6. Fiir Teilchen, die streng mit dem Magnetfeld korreliert
sind (e = 0), ergibt sich ein Spektralindex von s = 4.48, withrend fiir eine Kor-
relation auf der Lingenskala Az (¢ = 1) der Spektralindex s = 3.60 ist. Die
Geschwindigkeit der Stofifront betrégt us, = 0.001. Die Anzahl der unabhéngigen
Teilchen ist 5 - 10° (bei € = 0) und 6 - 10* (bei € = 1).

weg von der StoBfront ist dann nicht mehr nétig. Sind die Teilchen jedoch an
stochastische Magnetfelder gebunden, so ist das eben beschriebene Verhalten ab-
gedndert. Die Magnetfeldlinie fiihrt ein ,,Gedéchtnis“ in die Teilchenbewegung
ein. Betrachten wir dazu Teilchen, die (im Mittel) die StoBfront sehr viele Male
iiberquert haben. In dieser Zeit hat sich die Injektionsebene, die bei der Injekti-
on auf der StoBfront lag, weit in den Unterlauf fortbewegt. Kehren die Teilchen
nun auf der Feldlinie zur Injektionsebene zuriick, so bedeutet das, daf sie sich
dabei in jedem Falle ebenfalls weit in den Unterlauf bewegen miissen. Die Ent-
weichwahrscheinlichkeit wird dadurch hoher, als fiir Teilchen, die dasselbe nach
kurzer Zeit, und damit (im Mittel) nach weniger Stoflkreuzungen, vollziehen.
Das bedeutet, die Entweichwahrscheinlichkeit bei einer Stokreuzung vom Ober-
lauf in den Unterlauf ist i.A. eine Funktion der Zeit und damit der Anzahl der
StoBkreuzungen, was wiederum eine Abhéngigkeit vom Impuls impliziert. In Ab-
bildung 3.18 ist die integrale Verteilung der Stolkreuzungen vom Oberlauf in den
Unterlauf aufgetragen. Fiir diffusives Transportverhalten in der Richtung senk-
recht zur StoB8front (¢ = 1) ist die Wahrscheinlichkeit zum Stof8 zuriickzukehren
bei jeder StoBkreuzung gleich, was in Ubereinstimmung mit GI. (3.70) zu einem
Potenzgesetz fiihrt. Abbildung 3.18 zeigt dariiber hinaus, daf} sich im Falle von
sub—diffusivem Transport (e = 0) ein Potenzgesetz erst nach einer grofien Anzahl
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Abbildung 3.18: Darstellung der Anzahl der Stoflkreuzungen vom Oberlauf in
den Unterlauf bei r = 1 fiir sub—diffusive (¢ = 0) und diffusive (e = 1) Teilchen-
bewegung (vgl. Gl. 3.70). Es wurden folgende Parameter gew#hlt: us = 0.0001,
Nmax = 1.0, bmax = 0.05, ((Au)?)esr = 0.031. Die Anzahl der unabhiingigen Teil-
chen ist 1.2 - 10* (e = 1) und 6 - 10* (¢ = 0). Die Anzahl der Eintréige fiir e = 0
ist mit dem Faktor 0.2 gewichtet worden.

von Stoflkreuzungen einstellt, und dafl dann die Entweichwahrscheinlichkeit Peg,
grofler als fiir diffusive Teilchenbewegung ist. Daraus folgt, daf§ die Simulation
im Prinzip den Weg jedes Teilchens nachvollziehen muf}, bis es tatsdchlich eine
verschwindende Riickkehrwahrscheinlichkeit zum Stof3 besitzt. Diese Bedingung
kann mit der Russisch—Roulette-Methode auf folgende Weise beriicksichtigt wer-
den. Im Unterlauf seien imaginire &quidistante Ebenen parallel zur Stoflfront
markiert. Uberschreitet ein Teilchen eine dieser Grenzen in der entgegengesetz-
ten Richtung zur Stofifront, so wird das Teilchen mit einer Wahrscheinlichkeit
von 1/n iiberleben und mit dem Faktor n gewichtet. Ein Teilchen kann so be-
liebig weit in den Unterlauf vordringen und doch zur Stofifront zuriickkehren.
Diese Methode vergrofiert aber die statistische Varianz der Ergebnisse, da die
Anzahl der Teilchen reduziert wird, diese aber sehr grofle Gewichte bekommen
konnen. Sie wurde aber als Referenz benutzt, um zu iiberpriifen, welche Entfer-
nung von der Stofifront tatsichlich als ausreichend angesehen werden kann, um
eine so kleine Riickkehrwahrscheinlichkeit zur Stoffront zu gewihrleisten, dafl die
Simulation eines einzelnen Teilchens beendet werden kann. In diesem Fall liefern
beide Methoden iibereinstimmende Ergebnisse.

Die Abbildungen 3.15-3.17 zeigen nun die Ergebnisse der Monte—Carlo—
Simulationen fiir verschiedene Werte des Kompressionsverhéltnisses r. Verglichen
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Abbildung 3.19: Vergleich der Spektralindizes der Monte-Carlo-Simulation fiir
Teilchen mit verschiedenem Korrelationsverhalten beziiglich des Magnetfeldes mit
analytischen Ergebnissen fiir sub-Diffusion (die durchgezogene Linie entspricht
Gl. 3.44; siehe auch Kirk et al. 1996) und klassische Diffusion (die gestrichelte Li-
nie entspricht s = 3r/(r —1) ; siehe Kap. 3.1.1). Die Punkte stellen Ergebnisse fiir
streng an das Magnetfeld gebundene Teilchen dar (e = 0), wihrend die Sterne die
Ergebnisse fiir diffusive Teilchenbewegung (e = 1) darstellen. Die entsprechenden
Spektren sind teilweise in den vorhergehenden Abbildungen gezeigt.

sind jeweils zwei Spektren fiir unterschiedliches Korrelationsverhalten der Teil-
chen an die Magnetfeldlinien.!” Wie in Kap. 3.3.2 beschrieben, wurde jeweils € = 0
fiir strikt an die Magnetfeldlinien gebundene Teilchen, und € = 1 fiir dekorrelierte
bzw. nur auf der Léngenskala Az an das Magnetfeld gebundene Teilchen gewihlt.
Dadurch 148t sich der Einflul des sub—diffusiven Transportverhaltens, wie es fiir
e = 0 gegeben ist, untersuchen. Die durchgezogenen Linien stellen jeweils An-
passungen mit einem Potenzgesetz dar (siehe Kap. 3.4.2). Die entsprechenden
Spektralindizes sind in den Abbildungsbeschreibungen angegeben.

Es zeigt sich im Falle von streng an das Magnetfeld gebundenen Teilchen
jeweils ein signifikant steileres Spektrum als fiir diffusive Teilchenbewegung senk-
recht zur Stofifront. Dies ist, wie oben dargestellt, darauf zuriickzufiihren, dafl
die Teilchen bei Korrelation an das Magnetfeld effektiver durch dieses vom Stof3
weggefiihrt werden. Auflerdem stellt sich im Fall von sub-Diffusion ein konstanter

17Zum besseren Vergleich sind die Spektren mit einer geeigneten Konstanten multipliziert
worden.
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Abbildung 3.20: Vergleich der Pitchwinkelverteilungen im Oberlauf-Ruhesystem
direkt an der Stof}front, bei verschiedenen Kompressionsverhéltnissen  und Kor-
relationsparametern e. Die entsprechenden Impulsspektrum sind in den Abbildun-
gen 3.15 und 3.17 gezeigt. Vergleiche Abb. 3.10 zur Bedeutung der gepunkteten
Linien. Die Normierung ist willkiirlich.

Spektralindex erst bei dem etwa 10fachen des Injektionsimpulses ein. Fiir kleinere
Impulse ist das Spektrum zunéchst noch flacher. In Abb. 3.19 sind nun diese Spek-
tralindizes bei hohen Impulsen jeweils fiir verschiedene Kompressionsverhéltnisse
dargestellt. Die Punkte stellen dabei jeweils die Indizes fiir sub-diffundierende
Teilchen dar, wihrend die Sterne die Indizes fiir diffundierende Teilchen mar-
kieren. Die durchgezogene Linie zeigt das analytische Ergebnis (3.44), das von
Kirk et al. (1996) unter der Voraussetzung einer isotropen Pitchwinkelverteilung
erhalten wurde, und die gestrichelte Linie zeigt das Ergebnis fiir klassische Dif-
fusion unter derselben Voraussetzung (siehe Kap. 3.1.1). Wihrend die sténdige
Pitchwinkelstreuung fiir eine Isotropisierung der Verteilung sorgt, wird durch die
StoBfront eine Anisotropie eingefiihrt. Im Gegensatz zu parallelen Stofifronten, bei
denen sich die Richtung der Teilchenbewegung zwischen zwei Stolkreuzungen (in
der Regel) umkehren muf, was durch mehrfache Streuung vollzogen wird, ist dies
im Fall der hier betrachteten hauptséchlich senkrechten Stoffronten nicht gege-
ben. Die Auswirkungen der Stoffront auf die Pitchwinkelverteilung kénnen hier
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also im Prinzip zu einer Anisotropie an der Stofifront fiihren. Dies gilt natiirlich
um so mehr, je stirker der Stof} ist. In Abb. 3.20 sind die Pitchwinkelverteilungen
dargestellt, wie sie bei der Simulation der Impulsspektren erhalten wurden.

Betrachten wir zunichst die oberen Verteilungen der Abb. 3.20, die fiir e = 0
und damit sub—diffusive Teilchenbewegung erhalten wurden. Wihrend bei einem
Stol mit » = 3 die Pitchwinkelverteilung noch weitgehend isotrop ist, so ist die-
se fiir » = 6 stark anisotrop. Bei einer stark anisotropen Pitchwinkelverteilung,
die mit steigendem Kompressionsverhiltnis gegeben ist, kann eine Ubereinstim-
mung mit dem analytischen Ergebnis nicht mehr erwartet werden. Wie schon in
Abb. 3.15 deutlich wird, ist fiir Kompressionsverhéltnisse von r < 3 die Bestim-
mung des Spektralindexes besonders im sub—diffusiven Fall mit grofer werdenden
systematischen Fehlern behaftet. Bei den in diesem Bereich sehr steilen Spektren
stellen sich grofle statistische Fluktuationen schon ab einem Impuls von dem
100fachen des Injektionsimpulses py ein. Andererseits existiert (wie in Zusam-
menhang mit Abb. 3.18 besprochen) ein reines Potenzgesetz erst ab p & 10py.
Diese Grenzen riicken fiir kleiner werdendes r immer weiter zusammen. So daf}
schon fiir r = 3 der daraus enstehende Fehler fiir s etwa 4% betrigt und sehr
schnell gréfler wird. Fiir alle anderen in Abb. 3.19 angegebenen Spektralindizes
kann diese soeben besprochene Unsicherheit, zusammen mit dem reinen stati-
stischen Fehler, mit etwa 1% abgeschétzt werden. Die Abweichungen von dem
theoretischen Verlauf fiir sub—Diffusion liegen daher mit ca. 5% fiir r < 3 in-
nerhalb der Fehlergrenzen der Monte-Carlo—Simulation, wéhrend fiir gréfleres
Kompressionsverhéltnis die Abweichung von bis zu 15% bei r = 6 signifikant ist.
Bei diesem Wert ist aber ebenfalls eine starke Anisotropie in der Pitchwinkelver-
teilung gegeben (siehe Abb. 3.20 fiir ¢ = 0 und r = 6).

Die Pitchwinkelverteilungen der Abb. 3.20 fiir diffusive Teilchenbewegung mit
e = 1 zeigen auch fiir groe Kompressionsverhiltnisse keine besonders starke Ani-
sotropie. Bei einem Vergleich der Skalen der Abbildungen 3.7 mit 3.8 und auch
3.9 mit 3.12 wird deutlich, dafi in diesem Fall die Mehrheit der Teilchen sich
bei ihrer Bewegung senkrecht zum Stofl weiter von diesem entfernt als bei sub—
Diffusion. Dies ermoglicht eine effektivere Isotropisierung der Pitchwinkel an der
StoBfront selbst. Bei der Betrachtung der Skalen auf die oben verwiesen wur-
de, muB jedoch beriicksichtigt werden, dafl der Weg den die Teilchen zwischen
zwei Stoflbegegnungen zuriicklegen viel kleiner sein kann. Die Bewegung zwischen
aufeinanderfolgenden Stoflkreuzungen kann daher durch die Linearitit der Ma-
gnetfeldabschnitte auf der Skala Az beeinflult sein, d.h. dafl auf dieser Skala
der Transport durch einen anderen Diffusionskoeffizienten beschrieben wird. Die
Abweichungen der Monte-Carlo—Simulationen (gekennzeichnet durch Sterne in
Abb. 3.19) vom theoretischen Spektralindex fiir klassische Diffusion (gestrichelte
Linie) betragen jedoch fiir den gesamten dargestellten Bereich maximal 5%.
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3.5 Diskussion und Ausblick

Es wurde eine Monte-Carlo-Methode fiir die Simulation von Teilchentransport
und Beschleunigung unter verschiedenen Magnetfeldkonstellationen vorgestellt.
Diese Methode, die auf einer Beschreibung der Teilchenbewegung und des Ma-
gnetfeldes durch endliche (zuféllige) Schritte beruht, ist geeignet, sub—diffusives
Transportverhalten zu simulieren. Dies wurde durch Simulation des Teilchen-
propagators P(&;) und der (eindimensionalen) rdumlichen Verteilung n(&;) der
Teilchen gezeigt. Die explizite Form dieses Propagators fiir 7 # 1 und der Dich-
teverteilung konnten mit dieser Methode erhalten werden.

Durch eine Abanderung der Magnetfeldgeometrie konnte die Methode auch
auf schrige Stoffronten mit konstantem Neigungswinkel angewendet werden. In
diesem Fall konnten die Ergebnisse fiir den Spektralindex mit der Literatur ver-
glichen werden, wobei sich eine gute Ubereinstimmung ergab. In jiingerer Zeit
wurden in der Literatur relativistische Stofronten bei Stérungen des Magnet-
feldes mit endlicher Amplitude diskutiert. Die Ergebnisse beziiglich des Spek-
tralindexes von Ostrowski (1993) und Ballard & Heavens (1992) widersprechen
sich dabei teilweise signifikant. Es ist denkbar, die hier dargestellte Methode auf
dieses Problem anzuwenden.

SchlieBlich wurden die Ergebnisse der Spektren in Abhéngigkeit vom Kom-
pressionsverhiltnis vorgestellt. Es wurde dabei direkt die Wirkung der Korrela-
tion der Teilchen an das Magnetfeld auf das Teichenspektrum untersucht. Dabei
hat sich gezeigt, dal bei sub—diffusivem Transport, bei dem die Teilchen strikt
an das stochastische Magnetfeld gebunden sind, das Spektrum signifikant steiler
ist als bei Diffusion der Teilchen. Dies hat seine Ursache in der grofleren Effekti-
vitéit des stochastischen Magnetfeldes die Teilchen in den Unterlauf mitzufiihren.
Dieser Effekt wurde von Kirk et al. (1996) analytisch berechnet. Mit diesen Er-
gebnissen wurde der Spektralindex schliefflich verglichen. Dabei stellten sich vor
allem fiir grofle Kompressionsverhéltnisse Abweichungen ein, die den vorhergesag-
ten Effekt allerdings noch iibertroffen haben. Die analytischen Ergebnisse waren
unter der Annahme von Isotropie beziiglich der Pitchwinkelverteilung abgeleitet
worden, die fiir grofe Kompressionsverhéltnisse nicht mehr gegeben ist. Fiir star-
ke Stofifronten mit r < 4 betragen die Abweichungen vom analytisch berechneten
Spektralindex fiir beide Arten der Teilchenbewegung jeweils nur etwa 5%.

Um die Ergebnisse auf konkrete physikalische Situationen anzuwenden, muf
jeweils untersucht werden, auf welchen Skalen die hier gemachte Naherung des li-
nearen Feldabschnittes Giiltigkeit hat. Dazu ist ein konkretes Modell der Storun-
gen der Magnetfeldlinien zu beriicksichtigen (siehe z.B. Jokipii 1971). Daraus
ergibt sich weiterhin eine Abschétzung fiir die Korrelation zwischen Teilchen und
Magnetfeldlinie. Die hier betrachteten Félle der unbegrenzten Korrelation (e = 0)
und der maximalen Dekorrelation (e = 1) stellen dabei zwei Extremflle dar.
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Um noch detailliertere Untersuchungen des Spektralindexes insbesondere in
Abhéngigkeit von der Stofigeschwindigkeit und der Fluktuationen des magneti-
schen Feldes vorzunehmen, konnte die hier vorgestellte Methode moglicherweise
noch in der statistischen Aussagekraft verbessert werden. Dabei kénnte eine sog.
Splitting-Methode implementiert werden, wie sie von Kirk & Schneider (1987)
benutzt wurde. Im Fall von sub-Diffusion wurden sehr steile Spektren erhalten,
die erst nach viel héheren Impulsen als dem Injektionsimpuls ein reines Potenz-
gesetz zeigen. Die Splitting-Methode bote die Mdoglichkeit, auch bei sehr steilen
Spektren statistisch genaue Aussagen zu machen.



Kapitel 4

Zusammenfassung

Das Transportverhalten von Teilchen im Phasenraum wurde in Hinblick auf astro-
physikalische Anwendungen dargestellt, insbesondere mit dem Ziel der Untersu-
chung von hochenergetischer nicht-thermischer Strahlung. Sowohl fiir Photonen
als auch fiir geladene Teilchen bedeutet dies, dafl die Wechselwirkung der Teilchen
untereinander vernachléssigbar ist. Von besonderer Bedeutung fiir die Beschleuni-
gung der Teilchen ist jedoch die Verkniipfung des Transportes im Konfigurations—
und Impulsraum, welche zunéichst im Rahmen des klassischen Transportverhal-
tens fiir Photonen und geladene Teilchen dargestellt wurde. In Supernova—Uber-
resten, in denen hochenergetische geladene Teilchen erzeugt werden, herrschen
jedoch in manchen Gebieten Bedingungen vor, in denen der Transport auf Grund
eines stochastischen Magnetfeldes anomales Verhalten zeigt. Insbesondere fiir die-
sen Fall wurde eine Transportgleichung und deren Losung angegeben.

Fiir Photonen ist die relevante Transportgleichung fiir den o.g. Anwendungs-
bereich die Boltzmann—Gleichung. Auf deren Grundlage wurde das Problem der
Erzeugung hochenergetischer Photonen durch Comptonisierung in einer Plas-
mascheibe formuliert. Die entsprechende Integro-Differential-Gleichung wurde
semi-analytisch gelost. Dabei wurde die Phasenfunktion und die Winkelabhéngig-
keit der spezifischen Intensitét in Legendre—Polynome entwickelt. Der Satz daraus
entstehender gekoppelter Differentialgleichungen fiir die Ortsabhéngigkeit der In-
tensitdt wurde durch Entwickeln in Tschebyscheff-Polynome auf ein algebraisches
Eigenwertproblem zuriickgefiihrt. Dieses konnte mit geringem Aufwand nume-
risch geldst werden. Dabei wurde der Spektralindex des Potenzgesetz—Spektrums
comptonisierter Strahlung erhalten, wie auch deren Winkel- und Ortsverteilung.
Im Gegensatz zu friitheren Arbeiten mufiten dabei im Prinzip keine Einschréinkun-
gen an die Grofle des Energieiibertrages der Elektronen auf die Photonen, die
Winkelabhéngigkeit der Quellfunktion oder an die optische Tiefe der Plasma-
scheibe gestellt werden. Wahrend fiir grofle optische Tiefen die Isotropie der
Quellfunktion bestétigt werden konnte und die hier erhaltenen Ergebnisse fiir den
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Spektralindex in sehr guter Ubereinstimmung mit den vorausgegangenen Arbei-
ten sind (speziell Titarchuk & Lyubarskij 1995), so konnte fiir kleine optische
Tiefen die tatséchliche Anisotropie und die Auswirkung auf den Spektralindex
bestimmt werden.

Die Intensitdt der Strahlung, die eine optisch diinne Plasmascheibe verlafit,
zeigt eine starke Kollimation in Richtung der Oberfliche, die von verschiede-
nen Autoren vorhergesagt worden ist (siehe z.B. Haardt & Maraschi 1993 und
Titarchuk 1994). Die Intensitéitsverteilung wurde als Entwicklung in den o.g. Po-
lynomen berechnet, die durch den groflen Teil der analytischen Behandlung des
Problems bis zu ausreichend grofier Ordnung und damit hoher Konvergenz erhal-
ten wurde. Die einzige Einschrinkung an die Genauigkeit der Ergebnisse stellt
daher die Ndherung durch die Mittelung iiber die Polarisationsrichtungen dar, wie
sie auch von den bis heute vorgestellten Monte-Carlo-Methoden benutzt wird,
die dadurch mit den hier angegebenen Ergebnissen verglichen werden koénnen.
Die Erweiterung auf eine Transportgleichung fiir polarisierte Strahlung ist bei
der hier dargestellten Methode prinzipiell moglich.

Fiir geladene Teilchen wurde die Beschleunigung unter dem Einfluf} stochasti-
scher Magnetfelder untersucht, die zu einem anomalen Transportverhalten fithren.
In Supernova-Uberresten gibt es Gebiete, in denen das stochastische Magnetfeld
hauptséchlich senkrecht zur Stofinormalen verlduft. Fiir die wiederholte Stof3-
kreuzung spielt gerade der anomale Transport senkrecht zur Hauptrichtung des
Magnetfeldes die entscheidende Rolle. Zur Untersuchung des Transportverhaltens
und der Auswirkungen auf das Spektrum der bei dieser Konstellation durch die
StoBfront beschleunigten geladenen Teilchen wurde eine Monte-Carlo-Methode
verwendet. Zunéchst wurde die hier dargestellte Simulationsmethode durch eine
kleine Abdnderung auch auf schrige nicht—stochastische Stofifronten angewen-
det. Die erhaltenen Spektralindizes fiir verschiedene Neigungswinkel bei nicht—
relativistischen Stofigeschwindigkeiten wurden mit den unter denselben Voraus-
setzungen erhaltenen Ergebnissen einer semi-analytischen Methode von Kirk &
Heavens (1989) verglichen, wobei sich eine sehr gute Ubereinstimmung ergab.
Danach wurde ohne expliziten Riickgriff auf die Transportgleichungen bzw. de-
ren Losungen die Bewegung von Teilchen in einem Magnetfeld mit stochastischer
Komponente simuliert. Im Prinzip wurden dabei im Plasma eingefrorene Magnet-
feldlinien an dquidistanten Stiitzstellen entlang der Hauptfeldrichtung generiert,
auf denen die Gyrationszentren der Teilchen sich diffusiv unter dem Einfluf§ von
Pitchwinkelstreuung bewegen. Das Plasma wurde dabei fortwéhrend iiber die
StoBfront transportiert. Unter Benutzung der adiabatischen Invarianten wurde
dann die Anderung insbesondere des Impulses auf der Grundlage des sog. Stofi—
Drift-Prozesses bei jeder Stolkreuzung berechnet.

Bei einem kontinuierlichen Plasmafluf}, d.h. fiir ein auch im Unterlauf unkom-
primiertes Plasma, kann der vollstiandige Propagator, der die Ausbreitung eines
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Teilchenpaketes beschreibt, analytisch berechnet werden. Damit kann wiederum
an ausgezeichneten Stellen auch das Dichteprofil fortwéhrend injizierter Teilchen
bestimmt werden. Es zeigte sich eine sehr gute Ubereinstimmung dieser analyti-
schen Ergebnisse mit den Resultaten der Monte-Carlo—Simulation, die dariiber
hinaus auch den Propagator und das Dichteprofil bei komprimiertem Plasma ge-
zeigt haben. Insbesondere die gegeniiber dem klassischen Transport reduzierte
Teilchendichte an der Stelle der Injektion, die entscheidend fiir das Impulsspek-
trum der beschleunigten Teilchen ist, konnte quantitativ bestétigt werden.

Im Fall einer im Stofisystem isotropen Pitchwinkelverteilung hingt der Spek-
tralindex der beschleunigten Teilchen nur von dem Verhéltnis der Dichte des Plas-
mas am Stofl zu derjenigen weit im Unterlauf und dem Kompressionsverhiltnis
ab. Es stellt sich daher bei anomalem Transport durch die Reduzierung der Dichte
an der Stofifront ein steileres Spektrum als bei klassischem diffusiven Transport
ein (siehe Kirk et al. 1996). Die Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation ha-
ben dieses Verhalten sehr deutlich gezeigt. Dariiber hinaus wurde die Annahme
der isotropen Pitchwinkelverteilung fallen gelassen, und diese explizit berechnet.
Dabei ergab sich insbesondere fiir sub-diffusiven Transport mit zunehmendem
Kompressionsverhéltnis eine anisotrope Pitchwinkelverteilung. Auf diese Ursa-
che konnten die abweichenden Werte der Spektralindizes vom analytischen Er-
gebnis zuriickgefiihrt werden. Die hier bestimmten Spektralindizes zeigen iiber
einen groflen Bereich des Kompressionsverhiltnisses, im Vergleich zum klassi-
schen diffusiven Transport, ein signifikant steileres Spektrum fiir Teilchen, die
sub—diffusivem Transport unterliegen.
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Anhang A

Photonen—Diffusion in einer
Scheibe

Wir betrachten die Strahlungs-Transportgleichung mit anisotroper Streuung in
einer homogenen Scheibe, die den Raum 0 < z < D bedeckt (vgl. Abb. 2.1, bei
um 7y entlang z verschobener Scheibe. Es gelte D := 273). Zusammen mit der
Randbedingung, bei welcher Teilchen unter dem Winkel # = arccos py bei z = 0
in die Scheibe eindringen, lautet die Boltzmann—Gleichung fiir Teichen bei einer
bestimmten Energie (siche Mahan 1995, Gln. 4 - 6)

9 1 { 3 h
uaf(z,u)—%f(z,u) = 5/1 du’f(z,u')+§ugl/1 dp't f(z, 1), (A1)

fO,p) = 26(p— po)
f(D,—,U,) =0

Fiir dicke Scheiben (D >> 1) hat Mahan (1995) eine Lsung angegeben, welche nur
fiir senkrechten Eintritt (1o = 1) in die Scheibe giiltig ist. Eine Verallgemeinerung
auf beliebiges p ist von Interesse, wenn die Teilchen, die in die Scheibe eindrin-
gen, z.B. von einer Punktquelle bei endlichem Abstand ausgesendet wurden oder
vor dem Eintritt einer diffusiven Bewegung unterlagen. Diese Probleme verlan-
gen eine Integration iiber den Bereich aller moglichen Winkel. Selbst fiir einen
kollimierten Strahl von Teilchen ist die experimentelle Situation im allgemeinen
so, daf} dieser die Oberfliche nicht entlang der Normalen trifft. Mahans Methode
ist auf diesen Fall nicht zu verallgemeinern, da die dort angegebene GI. (78) nicht
fiir py # 1 giiltig ist, da in diesem Fall A~*(ug) # 0 gilt. Es ist jedoch moglich,
unter Benutzung von Orthogonalitéitsrelationen, die von McCormick & Kuscer
(1965; 1966) angegeben wurden, dieses Problem fiir Randbedingungen zu lésen,

} fir p>0. (A.2)
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bei denen die Teilchen unter beliebigen Winkeln in die Scheibe eindringen. Aufer-
dem kann gezeigt werden, wie die Einschrinkung auf dicke Scheiben aufgehoben
werden kann (vgl. Gieseler & Kirk 1997a).

Die allgemeine Losung der Gl. (A.1) ist (vgl. Mahan 1995, Gln. 88 und 89)
flz,m) = as+3j[n— 2(1 —g1)]

+/d{ Jemslv 4 §(u — )A@Mﬁ@k””}

+/d{ ) e0=2)1v 4 gy — )A@m@@pwﬂw},(Am

wobei die Konstanten as; und j sowie die Funktionen My (v) und Mg(v) durch
die Randbedingungen zu bestimmen sind. Die explizite Form der Funktion A(u)
ist (vgl. Mahan 1995, Gl. 29)

@ _ 2 2
= —(1 — parctanh ) = — A(u), (A.4)
P (b))  m 1

wobei A(u) von McCormick & Kuscer (1965)! definiert wurde. Um die Orthogo-
nalitidtsrelationen anwenden zu konnen, ist es notwendig, die Losung in Form der
von McCormick & Kuscer (1965)? benutzten Eigenfunktionen zu schreiben:

A(p) =

6.0 = 5P ==+ A = ). (A.5)
Diese haben die Eigenschaft
d)—u(:u’) = (bu(_u) : (A6)

Gleichung (A.3) kann somit geschrieben werden als
flzom) = as+3j[p—2(1-g)
1 1
+ [ At )6, e + [ Anita=r)o (e, (A)
0 0

wobei wir den Faktor 2/u in die Definition der Funktionen Mp(u) und My ()
gemif

Mp(ps) = % Ma(p) My () = %Mmu) , (A.8)

LGL. (5), wobei fiir den hier betrachteten Fall der Streuung ohne Absorption der Grenzfall
¢ — 1 benutzt werden muf.
2Gl. (4) und Case & Zweifel (1967), Kapitel 6.9.
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absorbiert haben. Die Randbedingungen (Gl. A.2) werden dann zu
26(p— o) = as+3ju
1 1
+ / dv M (v) o (1) + / AvMr(=0)b_ (e P, (A.9)
0 = aso— 3jp—3jD(1 - 910)

+ / dv T, (V) (u)e PP + / dvln(—v)éo (1) . (A.10)

Definieren wir

Bi(ll) =

DN | —

[My(v) + Mp(-v)] (A.11)

und addieren sowie subtrahieren wir Gln. (A.9) und (A.10), so fithrt das auf

S(i— o) = {£Z}$gﬂxl—m)

+ [ Bw)ou(w dv £ [ Bi@w)e 6,y dv.  (A12)

Zur Anwendung der Orthogonalitétsrelationen miissen diese Gleichungen mit ei-
ner Gewichtsfunktion multipliziert werden. Diese Funktion wird hier und in Mc-
Cormick & Kuscer (1965) mit y(u) bezeichnet und ist in Beziehung, aber nicht
identisch, mit der Funktion (i), welche von Mahan (1995) benutzt wurde, und
ist gegeben durch?

| o

K
2 X(~p)’

Yk = 0<p<t. (A.13)

Die Funktion X(—pu) kann durch die Ambartsumian Funktion® v (u) oder die
Chandrasekhar H-Funktion® ausgedriickt werden. Im Grenzfall ¢ — 1 sind diese
Beziehungen gegeben durch (siehe Case & Zweifel 1967; McCormick & Mendelson
1964)

_ V3 _ V3
CY(p) H(p)'

Case & Zweifel (1967) haben sowohl Tabellen mit X (—p) fiir 0 < u < 1 angege-
ben sowie eine Représentation, die sich fiir die direkte numerische Bestimmung

X(—p) (A.14)

3McCormick & Kuséer (1965), Gl. (15), im Grenzfall ¢ — 1.
“Mahan (1995), Gl. (7).
5Chandrasekhar (1960), wobei wir die Definition von H fiir isotrope Streuung benutzen.
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eignet (siehe dort Seite 130, Gl. 39):

1

_ —c [1+cz?/(1 —2?)] In(z + u)
X(=p) = exp {7 O/dx [1 — czx arctanh(z)]? + (7rcac/2)2} ’ (A.15)

wobei ¢ die Albedo fiir eine einzelne Streuung darstellt, welche in dem hier be-
trachteten Fall gleich 1 ist. Wir multiplizieren nun Gl. (A.12) mit y(u) und in-
tegrieren iiber 4 von 0 bis 1. Die Integrale {iber p kénnen mit Hilfe von Relatio-
nen gelost werden, die von McCormick & Kuscer (1965) angegeben wurden (die
Nummern iiber den folgenden Gleichheitszeichen stehen fiir die entsprechenden
Gleichungsnummern):

1
/v(u) dp 2 3 21, (A.16)
0

1
/v(u),ud,u Loy By 808 g peo = 0.7104,  (A.17)
0

e mrwdn £ o, (A.18)
1 70 3 1/2 14
O/aﬁu(u)v(u) dp = 150) 5 X(=v). (A.19)

Bezeichnen wir den Extrapolationsabstand des Milne—Problems im Fall der iso-
tropen Streuung z|,_, = 0.7104 mit zy, so kann GIl. (A.12) unter Benutzung der
obigen Beziehungen geschrieben werden als

1
§ Ho = s § y _ —D/uz _
2 X(—po) { 32 }$ 2]D(1 1) iO/Bi(l/)e 2X( v)dv. (A.20)

Die Funktionen B4 (1) kénnen durch Multiplikation der Gl. (A.12) mit ¢, (u)y ()
und Integration iiber y von 0 bis 1 berechnet werden. Unter Benutzung der Ortho-
gonalitiitsrelationen® findet man inhomogene Fredholm-Gleichungen fiir B (i),
welche durch Neumann-Iteration” geldst werden kénnen. In dem Fall der Ap-
proximation fiir eine dicke Scheibe, wobei Terme der GréBenordnung e~ ver-
nachldssigt werden konnen, sind diese Fredholm—Gleichungen leicht zu l6sen.

Gleichung (A.20) fiir as und j ist dann trivial und unabhéngig von B (u):

3 Ho a 3.
— = S —3D(1 — . A21
T { o }3F ip - ) (A21)

6McCormick & Kuséer (1965), Gln. (64) und (65).
"McCormick & Mendelson (1964) behandeln den Fall der isotropen Streuung.
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Sind die Funktionen By (u) und daher M (u) und Mpg(u) bestimmt, so erhilt
man durch Gl. (A.21) die Koeffizienten a; und j und damit die Dichte f(u, 2).
Es ist im Prinzip mdglich, diese Methode auch unter der Beriicksichtigung von
Termen hoherer Ordnung o< e? zu benutzen, jedoch werden die Gleichungen
dann sehr kompliziert.

Die Gleichungen (A.21) erlauben es uns, den Transmissions—Koeffizienten 7T

direkt zu bestimmen. In Abhéngigkeit von der Funktion X erhalten wir:

. Mo 1
T=47= ) A.22
g X(—po) D(1— g1) + 22 ( )

Dies ist eine Verallgemeinerung des Ergebnisses von Mahan (1995) (Gl. 110) auf
beliebige 1o (0 < pp < 1) und stimmt mit diesem fiir po = 1 iiberein. Im Fall der
isotropen Streuung, g, = 0, ist Gl. (A.22) in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis
von McCormick & Mendelson (1964) (GI. 35).

SchlieBlich sei noch angemerkt, dal McCormick & Kuséer (1966) auch Ortho-
gonalitétsrelationen gefunden haben, die es ermdglichen, Halbraum—Transport-
probleme mit héheren Ordnungen der Anisotropie zu lésen.
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Anhang B

Integrale der Phasenfunktion zur
Comptonisierung

Die Winkelintegration der Phasenfunktion im Comptonisierungsproblem (GI.
2.37) besitzt als Entwicklung in Legendre—Polynome eine analytische Lésung.
Wie in Kapitel 2.5 gezeigt und diskutiert wurde, kann die Entwicklung der Pha-
senfunktion friihestens nach dem dritten Glied abgebrochen werden. Es hat sich
herausgestellt, dafi die Ergebnisse nicht signifikant von den Gliedern héherer Ord-
nung abhéngen. Daher sollen hier die Integrale, die zur Berechnung der Entwick-
lungskoeffizienten w;(c, ©) fiir ¢ = 0,1, 2 notwendig sind, analytisch angegeben
werden. In den Grenzfillen © < 1 (Kap. 2.4.1) und © > 1 (Kap. 2.4.2) kénnen
die Entwicklungskoeffizienten bis zur beliebigen Ordnung in v bzw. 1/v analytisch
als Funktion von « aus den hier angegebenen Funktionen berechnet werden. Fiir
gegebenes O sind dann noch Momente der Elektronenverteilungsfunktion f(v)
numerisch zu berechnen.

Nach Ausfithrung der Integration iiber den Azimut (dq~5’ und dqg’l), kann
wi(a,y) (GL 2.37) auf Produkte zweier Integrationen der Art

(o) == [ (14 v2)*" dz (B.1)

L

zuriickgefiihrt werden (mit z = i’ oder fi}). Wir werden dieses Integral fiir i =
0,1,2,3,4 benétigen (siehe z.B. Gradshteyn & Ryzhik 1994):

To(e) = (Hv)a;(a;(i)_ i (B.2)

_ (1 + v)a+1 — (1 — v)a+1 (1 + U)a+1 + (1 _ ,U)a+1
L) = i ety a2 . (B3)
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(1 + ,U)a+1 _ (1 _ ,U)a+1 (1 + U)(;H—l + (1 _ ,U)(,H—l

Be) = a0+ 0 Pt
(14 v)*th — (1 —v)tt
v(a+3) ’ (B4)
B (I+v)*—(1—-v)™
Bl = i Da+ e+ 3)@r
(L4024 (1)
+0a v¥(a+1)(a+2)(a+3)(a+4)
ag (1+v)*—(1—v)* a(1+v)a+(1—v)a
v+ 2)(a+ 3)(a+4) v(a+3)(a+4)
(1+v)* — (1—v)°
L e (B.5)
- (14 v)*H — (1 — p)at!
Lle) = M e+ D(a+ 3)(a+ 9 +5)
—924 (1 +v)** + (1 — o)t
vi(a+2)(a+3)(a+4)(a+5)
(14+0)7 = (1= )™+ (140)2* 4+ (1 — p)at!
et et Dats)  + Zlatdath)
(14 v)*+ — (1 = p)at!
v(a+5) (B-6)

Weiterhin kiirzen wir die vorkommenden Kombinationen beziiglich des Argumen-
tes a ab:

Ii,j = L(Oj) Ij(—a - 3) y (B7)
Jj = Tla—1)I(~a—4), (B.8)
Ki,j = L(Oj — 2) Ij(—a — 5) . (Bg)

Damit ergeben sich die Winkelintegrationen der ersten drei Entwicklungskoeffi-
zienten der Phasenfunktion (Gl. 2.37) zu

R 1
w()(Od, ")/) = 8—’72 [3[0,0 + 3[2,2 - (12,0 + 10’2)] y (BlO)
- . 3
wl(a, ’)/) = 3w0(a, ’)’) - 8—’)/4 [3J(),0 - 5J1,1 + 3J2,2 - 5J3,3
—(Jop + Jo2) +3(J31 + J1,3)] ; (B.11)
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) . . 15
@o(a,y) = —10@g(e, ) + 5, ) + 6175 [19Ko0 — 40K,

+60K,5 —40K3 35 + 35K 4 — 14(Ky0 + Ko )

+3(Kao + Koa) +24(Ks1 + K13) — 30(Ki2 + Kag)| . (B.12)

Der isotrope Anteil (Gl. B.10) ist in Ubereinstimmung mit Titarchuk & Lyubars-
kij (1995), Gl. (A12).
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